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FREIE PERSPEKTIVE 

[CENTRALE PROJEKTION] 

IN IHRER 

BEGRÜNDUNG UND ANWENDUNG 

MIT BESONDERER RÜCKSICHT AUE DIE BEDÜRFNISSE 
HÖHERER LEHRANSTALTEN UND DAS SELBSTSTUDIUM 

VON 

D" GUSTAV AD. V. PESCHKA, 

k. k. Eegioningsral, ordenfl. Professor der Darsfellendm GeomeUie und des konslruktiven 
Zeichntns an der k, k. technischen Hochaehule in Erünn; Inhaber der k. k. grossen goldenen 
Medaille fiir WissenscKaft und Kunst und des goldenen Verdienslkreuzcs mit der Krone, Rillet 
des Gros^heraogl. Hess. Verdienstordens I. Klasse, des Heriogi. Sachs. Emesiin. Han?orden5, 
des St. Sava-Otdens, Offizier des konigl. sorb. Tako^o - Ordens elo. 

Zweite vollständig umgearbeitete und vermehrte Auflage. 

BAND I. 

Mit XIII litliugrapliischen Tiifcln, 



LEIPZIG 1888. 
Banmgärtner's Buchhanrlliing, 
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Vorwort 

zur ersten Äuliage. 



Indem wir mit vorliegendem Werte vor die Öffeufclichbeit 
treten, können wir nicht umhin zu bemeriien, dass das Ent- 
stehen desselben in eine Zeit fällt, wo der „freien Per- 
spektive" noch wenig, oder doch nicht jene Aufmerksamkeit 
zugewendet wurde, als es gegenwärtig der Fall ist. 

In der damaligen Ermanglung eines Lehrbuches über „freie 
Perspektive", das ein wohlgeordnetes, leichtf assliches , systema- 
tisches G^anzes bilden und Gründlichkeit mit Wissenschaftlichkeit 
eben so sehr, als Einfachheit der Darstellung mit Kürze und 
Strenge in der Behandlung des Stoffes verbinden soll, entschlossen 
vrir uns zur Herausgabe unserer Vorträge über obgenannten Gegen- 
stand. 

Was dem Einzelnen jedoch allein, überhaufter Berufspflichten 
wegen, nicht möglich war, dem dürfte durch das gemeinschaft- 
liehe Wirken und . durch die gleichmassige Arbeit mit vereinten 
Kräften entsprochen worden sein. 

Nur in wenigen Lehrbüchern der darstellenden Geometrie 
findet die Centralprojektion als selbständige Projektions- 
art eine solche Behandlung, wie sie derselben gebührt. Wer- 
den auch hier und da die Grundzüge derselben angeführt, so 
trifft man doch äusserst selten ein Werk, welches der weiteren 
Ausbildung dieser Projektionsart den erwünschten Raum gönnen 
würde. 

Bei der Wichtigkeit dieses Gegenstandes und bei der so 
interessanten Anwendung, die man in neuester Zeit von der 
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Polarprojektion macht, sdiieu es stets auffallend, dass die 
Untersuchungen über dieses Gebiet zu den besonderen SeltenlieitLU 
gehörten. Erst in neuester Zeit fand die Centralprojektion eimge 
Pflege und eine strengere wissenschaffcKehe Entwiekelung, doch lai 
eine seihständige von der Parallelprojektion ganz unab- 
hängige Behandlung der centralen Projektion von dem 
Punkte angefangen bis einschliesslich der krummen 
Flächen bisher nicht versucht worden. 

Die Verfasser glaubten daher im Interesse der Wissenschaft 
zu wirken, wenn sie sich der Aufgabe unterzogen, die „freie 
Perspektive" als selbständige Projektionsart mit jener 
Ausführlichkeit systematisch zu behandeln, deren sich bisher nur 
die Parallelprojektion erfreute. Deshalb konnte die Durch- 
schnittsmethode nur vorübergehend eine kurze Besprechung 
finden, weil die Verfasser den Grundsatz festhielten, dass die Be- 
nützung der Parallelprojektion in der Perspektive nur "eine be- 
schränkte sein und nur dort platzgreifen dürfe, wo deren Ge- 
brauch eine bedeutende Vereinfachung der Konstruktionen nach 
sich zieht. 

Der heutige Stand der Wissenschaft erfordert eine streng 
wissenschaftliche Begründung aller Prinzipien. Es genügt nicht 
mehr, einem Gegenstände bloss die praktische Seite abzu- 
gewinnen und die Theorie als unnütz beiseite zu lassen. So kann 
sich auch heutzutage der Vortrag über Perspektive an höheren 
Unterrichtsanstalten nicht mehr auf die blosse Darstellung 
einiger architektonischer Gegenstände nach rezeptartig gegebe- 
nen Regeln beschränken, sondern es muss die Centralprojek- 
tion, wenigstens in ihren wichtigsten Teilen, zur Grundlage ge- 
nommen werden. 

Vorliegendes Werk dürfte somit einerseits als Lehrbuch für 
jene, die sieh eingehender mit der Perspektive vertraut machen 
wollen, insbesondere daher auch für Lehramtskandidaten bestimmt 
sein, anderseits aber auch als Leitfaden bei den Vorlesungen an 
technischen Hochschulen für den Lehrenden sowohl, als für den 
Schüler mit Nutzen verwendet werden können. 
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— vn — 

Um jede Schwierigkeit im Studium der freien Perspektive zu 
beheben, glaubten wir, dem angestrebten Zwecke euteprechend, 
verpflichtet zu sein, die Grundprinzipien der Perspektive 
mögliehst vollständig und ausführlich behandeln und selbst spe- 
zielle Fälle durch Kguren erläutern zu sollen. Hat sich der An- 
fänger die vorauagesehickten Grundlagen der Perspektive voll- 
kommen eigen gemacht, so wird er mit Leichtigkeit darauf weiter 
bauen, und gewiss werden ihm bei den sich daran schliessenden 
Anwendungen auch nicht die geringsten Schwierigkeiten erwachsen. 

Dies diene zur Rechtfertigung, wenn wir mitunter sehr aus- 
führlich wurden. 

Dass bereits veröffentlichte Arbeiten dort, wo es angezeigt 
schien oder noch möglich war (das Manuskript unseres Werkes 
war bereits Ende 1865 in den Händen des Herrn Verlegers) teil- 
weise benätzt wurden, ist selbstverständlich und wurde auch 
grossenteils auf diese Abhandlungen hingewiesen. 

Die Verfasser können nicht umhin, dem Herrn Verleger für 
die sorgfältige Durchführung und schöne Ausstattung des Werkes, 
sowie fü!' die besondere Bereitwilligkeit, mit welcher er ihren 
Wünschen stets entgegenkam, den verbindlichsten Dank auszu- 
sprechen. 

Indem die Verfasser dieses Werk dem sachverständigen Publi- 
kum überliefern, glauben sie um so mehr auf eine freundliche Auf- 
nahme und Beurteilung desselben hoffen zu dürfen, als bekannt 
ist, welche Schwierigkeiten bei de]- Verfassung eines solchen Wer- 
kes zu überwinden sind. Dieselben werden allfällige, ihnen gütigst 
mitgeteilte Ansichten von Fachmännern mit dem grössteu Danke 
entgegennehmen unA bei einer späteren Bearbeitung nach Thun- 
lichkeit benützen. 

Brunn im Dezember 1867. 

Prof. Pcschka und Üoccnt Koutnj. 
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Vorwort 

zur zweiten vollständig umgearbeiteten und 
erweiterten Auflage. 

Wenn bei dem Ersterscheinen des vorliegenden Werkes an 
eine Beriieksiehtigung der tief eingreifenden Errnngenschaf- 
ton der modernen, synthetischen nnd analytischen Geo- 
metrie, obgleich in Fachkreisen bereits damals dnrchans be- 
kannt, aus mehrfachen Gründen, insbesondere aber deshalb, weil 
die ,, freie Perspektive" anch dem „Selbstunterrichte" 
dienen sollte, nicht gedacht werden konnte, so erscheint es jetzt, 
wo die vorgenannten neueren Methoden der Geometrie in 
Theorie nnd Konstruktion nicht nur in allen wissenschaft- 
lichen Kreisen und an allen Hochschalen Eingang fanden, 
sondern allmählich auch einen klareren und methodischeren Auf- 
bau erlangt haben, als unabweisliche Aufgabe eines jeden 
irgend einen Zweig der darstellenden Geometrie oder der 
Mathematik behandelnden Werkes, von diesen Forschungen 
der Neuzeit den erforderlichen Gebrauch zu machen nnd auch 
weitere Kreise wenigstens in die Prinzipien der Geometrie 
der Lage, sowie in ihre Anwendung auf die Theorie der 
Kurven und Flächen zweiten Grades allmählich einzuführen. 

Es wäre seitens des Verfassers somit ein übel angebrachter Kon- 
servatismus gewesen, dieser Forderung bei der vorliegenden neuen 
Herausgabe seines Werkes auszuweichen; derselbe sah sich viel- 
mehr, gestützt auf obige Motive, zu einer vollständigen Um- 
arbeitung seiner ,, Freien Perspektive" nicht nur veranlasst 
sondern auch verpflichtet. Aus Zweckmässigkeitsgründen, insbe- 
sondere aber auch zur Erleichterung der Anschaffang, wurde das 
Buch in zwei Bände zerlegt. 

In folgendem möge es gestattet sein, die allgemeinen Ge- 
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sichtspTinkte zu skizzieren, welche bei der Verfassung resp. Neu- 
gestaltnag des Werkes massgebend geweaeu. 

Die bebannte Tbatsache, dass die freie Perspektive in ibrer 
allgemeinsten und abstraktesten Form, d.i. als „Centralprojek- 
tion" den Schlüssel für die „Geometrie der Lage" bildet, dürfte 
schon an und für sieb die vollständige Neugestaltung der drei 
ersten, die Grundzüge der Centralprojektion entbaltenden 
Kapitel rechtfertigen. 

Die diesbezügliche Darstellung wurde so allgemein als mög- 
lioh gebalten; überall wurde auf den Zusammenhang zwischen 
Bild und Original deutlich hingewiesen und wurden überdies 
von den rein projektiviscbeu Beziehungen alle jene, in welchen 
irgend eine Rolle spielen, sorgfältig ausge- 
Die Durchführung der vielen besonderen Fälle, wie sie 
in der früheren Auflage Platz fanden, wurden hier, ihrer relativen 
Einfachheit wegen, dem Leser überlassen. 

In dieser Form bildet der Inhalt der drei ersten Kapitel einer- 
seits die Methodik der Centralprojektion, anderseits aber 
auch die zweckmässigste und natürlichste Einleitung in die 
Geometrie der Lage oder iu die projektivische Geometrie. 

Die Entwiekelung der Elemente dieser letzteren, d. i. der Per- 
spektivität und Projektivität, wurde, im vierten Kapitel, auf 
die alleinige Grundlage des Begriffes vom „Projizieren" und 
des ,, Zusammenhanges zwischen Orginal und Projektion" 



Die gewonnenen Resultate werden im fünften Kapitel zur Ent- 
wiekelung der theoretisch und konstruktiv wichtigsten 
rein projektiviscben Eigenschaften der Kurven zweiten 
Grades verwendet. Im zweiten Teile dieses Kapitels finden auch 
le m t eben Beziehungen an projektiviscben Gebilden, 
nam ntl ch aber an den Kurven zweiten Gi^ades insoweit Beach- 
t nj, al 1 eselben einen konstruktiven Wert haben. 

Eb n einfach lassen sich auch die projektivischen Beziehungen 
1 C unlgebilde zweiter Stufe (KolUneation, Affinität, Ähn- 
lichkeit) aus den Grundbegriffen der Centralprojektion ableiten. 
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Letzteres ist im Kapitel VI gescliehen, mit welchem der auf die 
projelitivisclie Geometrie Bezug habende theoretische Teil ahge- 
schlosseu wurde. 

Das Kapitel VII zeigt lediglieh die konstruktive Anwen- 
dung der projektiv isehen Geometrie. Daas hierbei die 
Kreisbilder eine Behandlung erfuhren, welche von jener in der 
früheren ÄuBage wesentlich abweicht, ist seibstvei^tändlich. Eine 
willkommene Zugabe dürften an dieser Stelle auch die Spiegel- 
bilder repräsentieren. 

Wahrem! weiter in der früheren Auflage bloss Transforma- 
tionen der Centralprojektionen ebener Gebilde unter der Vorans- 
setzung der Verschiebung des Centrußis längs der Fallliuie 
der Flnchtebene erörtert wurden, ist nun in Kapitel VIII eine 
vollständige und allgemein gehaltene Theorie der Transforma- 
tion gegeben, aus welcher nachträglich der obgenannte spezielle 
Fall abgeleitet wurde. 

Die im Kapitel IX und X behandelten eben begrenzten 
Gebilde {Dreikant und Polyeder) unterscheiden sich der Haupt- 
sache nach nur formell von den gleichnamigen Betrachtungen der 
vorhergegangenen Auflage; doch ist es mit Rücksicht auf die 
eingreifende Umarbeitung der Grundzüge selbstverständ- 
lich, dass man sich auch hier nicht auf eine blosse Revision des 
dortigen Testes und der entsprechenden Figuren beschränken konnte. 

Der schon jetzt im Druck fast beendete und noch im Laufe 
dieses Jahres erscheinende zweite Band des vorliegenden Werkes 
ist vollständig den krummen Flächen gewidmet, und tritt 
namentlich auch hier der- Gegensatz zu der diesbezüglich spär- 
lichen Behandlung der früheren Auflage hervor. 

Das tiefere Eingehenkönnen ist besonders dem Umstände zu- 
zuschreiben, dass in dem ersten Abschnitte durch Berücksichtigang 
der projekti vis eben Geometrie ein wesentliches Hilfs- 
mittel für die bequemere Behandlung der krummen Flächen 
I wurde. 

Nicht nur dass infolgedessen in den die windschiefen und 
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aufwickelbaren Flächen betreifenden Kapiteln SVI, XYII, 
XVIII und XIX die Darstellung eine allgemeinere und um- 
tassendere und die Beweisführung eine weitaas einfachere und 
doch schärfere wurde, war es auch möglieh, den in den früheren 
Aiiflagen gänzlich fehlenden Flächen zweiten Grades eine ein- 
gehende Beachtung sowohl theoretisch als auch konstruktiv 
(Kapitel XIII, XIV, XV, XVI, XSI, XXII und XXIII) angedeihen 
zu lasseu. 

In den Kapiteln XX, XXIV, XXV und XXVI sind beziehungs- 
weise die Rotationsflächen, die Umhullungsfläehen und 
die Schranben-Regelflächen vertreten. 

Was die Rotationsflächen betrifft, so liegt es in der Natur 
der Sache, dass, sobald der Meridiankurve kein besonderes Er- 
zeugungsgesetz zu Grunde gelegt wird, nur sehr wenige allge- 
meine Eigenschaften der besagten Ifläehen aufgefunden werden 
können. Hinsichtlich der UmhüUungsfläehen sei bemerkt, dass 
sieh schon die fundamentalste Konstruktion derselben, d. i. die der 
Charakteristiken in centraler Projektion, so mühselig und 
langwierig gestaltet, wenn nicht gar mit Schwierigkeiten verbun- 
den ist, dass es hier zweckmässig erschien, sich auf die blosse 
Entwickelung der wichtigsten Eigenschaften dieser Flächengattung 



In bezug auf die „Darstellung" der krummen. Flächen 
durch ihre „Umrisse" sei bemerkt, dass sich der Verfasser dar- 
auf beschränkte, für jeden Plachentypus die Konstruktion der 
Kontur an einem Beispiele zu erläutern. Bei allen anderen Kon- 
struktionen a n und m i t krummen Flächen wurde von der Er- 
mittelung des Umrisses Umgang genommen, einerseits deshalb, um 
die Konstruktionsresultate deutlieh hervortreten und die Fi- 
guren, durch Anhäufung von überflüssigen Konstruktionslinien, 
nicht allzu kompliziert erscheinen zu lassen, anderseits aber auch 
deswegen, weil die durch die Konturbestimmung 'erreichte 
,, Bildlichkeit" in keinem Verhältnisse zu der zeitraubenden und 
langwierigen Durchführung von sieh stets, ohne Abwechselung, 
wiederholenden Konstruktionen steht, und es gewiss dem Geiste 
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der darstellenden Geometrie weit möir entspricht, „Kon- 
struktiousresultate", als blosse „wohlgelungeue Bilder" dem 
denkenden Konstrakteur zu liefern. Überdies Jrann es, mit Zu- 
grundelegung der gewonnenen Resultate, niemandem schwer fallen, 
sich eine klare Vorstellung von der jeweilig besprochenen Flache 
zu schaffen resp. deren ümriss wirklich bildlich darzustellen. Auch 
glaubt der Verfasser sich bezüglich der „Umrissbestimmung" 
auf die frühere Auflage seiner „Freien Perspektive" berufen zu 
dürfen. 

Die gegenseitigen Schnitte der brummen Flächen 
wurden nicht, wie sonst üblich, bei den betreffenden Plächen- 
gattuugen in Betracht gezogen, sondern mit Rücksicht auf die 
einheitliche Entwickelung der diesbezüglichen Methoden und 
Konstruktionen in einem besonderen Kapitel XXVII zusammen- 
gefasst. 

Im Kapitel XXVIII sind die Schlagschatten und Selbst- 
schattenkonstruktioneu- an einigen Aufgaben erläutert worden. 
Die betreifenden Beispiele dürften genügen, um auf Grundlage 
derselben in jedem besonderen Falle die Schattenkonstruktiouen 
anstandslos durchführen zu können, da diese eigentlich dem Wesen 
nach doch nur auf die bereits bekannten Schnittkonstruktio- 
nen von Kegeln und Cjlindern mit Ebenen und Flächen zurück- 
zuführen sind. 

Der dem Werke beigefugte Anhang (Kapitel XXIX bis 
inkh XXXII) behandelt einige besondere Darstellungsarten, 

Vor allem wurde hier eine sehr einfache Methode entwickelt, 
um aas einem centralprojektivisch gegebenen Originalgebilde 
die Centralprojektion seines Reliefs direkt abzuleiten. 

Hieran schli essen sieh jene eentralprojehtivischen Dar- 
stellungsarten, von welchen hauptsächlich der Baukünstler bei 
perspektivischer Darstellung seiner Pläne und Entwürfe Gebrauch 
zu machen pflegt. Dieselben erscheinen dadurch charakterisiert, 
dass nebst der Bildebene (Zeichnungsfläche) noch eine zweite 
Projektionsebene, die sogenannte „Grundebene", welche zur 
Bildebene senkrecht steht, zur Verwendung gelangt. 
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Die hierauf gegründeten Konstruktionsmethodeu d. h. die der 
„perspektivischeii Massstäbe" und die Darstellung mittels 
„Bild" und „Bild des Grundrisses" wurden weit ausführ- 
licher und elementarer behandelt, als es die vorausgehende 
wissenschaftliche Behandlung der Centralprojektion erwarten 
lässt; doch soll durch diese Partien gleichzeitig auch dem unge- 
übteren Leser die Möglichkeit geboten werden, sich mit den 
Grundzügen der perspektivischen Darstellungsweise einigermassen 
vertraut zu machen und deren Zusammenhang mit der ihm ge- 
wiss geläufigeren orthogonalen Projektionsmethode richtig 
zu erfassen. Hierdurch dürfte ^ie ins Detail gehende Erläuterung 
der dortseihst durchgeführten Aufgaben gerechtfertigt erscheinen. 

Auch der Schluss des Anhanges „Perspektivische Dar- 
stellung architektonischer Gegenstände" hat das gleiche 
Ziel und den nämlichen, eben angedeuteten Zweck. 

Dieser letzte Absatz (der einzige im vorliegenden Buche) 
wurde — um das Andenken an meinen gewesenen Schüler, Freund 
und einstigen, bei Verfassung der ersten Auflage der ,, Freien 
Perspektive" thätigen Mitarbeiter, Herrn Prof. E. Koutny, zu 
ehren — nahezu unverändert beibehalten. 

Bei dieser Gelegenheit sei es mir auch gegönnt meines Schü- 
lers und nachherigen Assistenten des Herrn Docenten Otto Rupp 
in anerkennenswerter Weise zu gedenken, dem ich, infolge der 
vielen Anknüpfungspunkte und des ununterbrochenen wissenschaft- 
lichen Verkehrs, so manch guten Gedanken, welcher fördernd auf 
die vorliegende Arbeit wirkte, verdanke. Ich erfülle daher nur 
eine höchst angenehme Pflicht, wenn ich ihm hiermit meinen 
Dank öffentlich ausspreche. 

Indem ich somit diese meine jüngste geistige Schöpfung den 
Wahren Freunden der Wissenschaft und dem mathematisch denken- 
den Publikum überantworte, bitte ich auch diesem Werke dieselbe 
freundliche Aufnahme und wohlwollende Beurteilung zu teil wer- 
den zu lassen, welche meinen bisherigen Arbeiten gezollt wurden. 
Brunn, am 19. März 1888. 

Pcsohka, 
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Erster Teil. 



I. Äbscliaitt. 

Gfruiidztige der Centralprojektion. 

I. Kapitel. 

Einleitung. 

§ 1. 
Allgemeine Bemerkungen. 

Die Lichtstrahlen, welche ein Körper unmittelbar aussendet, 
sobald er selbstleachteiid ist, oder welche von seiner Oberfläche 
nach allen Richtungen reflektiert werden, wenn er ein beleuchteter 
jedoch an sich dunkler Körper ist, bewirken, sofern sie in das Auge 
gelangen, das Sichtbarwerden dieses Körpers. 

Sämtliche Lichtstrahlen sind. Torausgesetzt, dass der Raum, 
in welchem deren Fortpflanzung stattfindet, von einem homogenen 
Mittel ausgefüllt ist tiud dass dieselben auf kein Hindernis stossen, 
welches sie absorbieren oder reflektieren würde, erfahrungsgemäss 
geradlinig. 

Die ideale Gerade, längs welcher der von irgend einem 
Punkte im Baume ausgehende Lichtstrahl verläuft, bis er in das 
Auge gelangt, bezeichnet man als den, jenem ßaumpnnkte ent- 
sprechenden SehstrahL 

Vergegenwärtigen wir uns zunächst den gesamten Sehproze&s, 
d. i. die Art und Weise, wie dem Äuge ein räumliches Objekt 
sichtbar wird, und wie man dessen Lage und Grösse sowohl, als 
auch dessen Entfernung vom Äuge zu beurteilen pflegt. 

Um unsere Betrachtung nicht an nötiger weise kompliziert zu 
gestalten, wollen wir nicht nur davon absehen, dass die Licht- 
strahlen, sobald sie aus dem lufterfüllten Räume in das Linsen- 
sjstem dos Auges übergehen, gleichzeitig gebrochen werden, 
sondern überdies annehmen, dass die Lichtstrahlen sämtlich durch 

Pesolilia, Freio PecBpektive. 1 



y Google 



einen festen Pnnkt, den wir das Centrum des Auges nennen, 
gehen, und dass sie, nacli diesem Dnrebgange, im Inneren des 
Anges ihre ursprüuglicte Richtung nicht ändern. 

Wenn von irgend einem selbstleuchtenden oder beleuchteten 
Punkte A im Räume ein Lichtstrahl in das Äuge gelangt, also 
unserer Voraussetzung nach durch das Centrum C des Auges geht, 
so wird er die hinter diesem Centrum liegende Netzhaut an einer 
gewissen Stelle a treffen, und daselbst einen Nervenreiz verur- 
sachen. Erfahrnngsgeniäss suchen wir die Ursache dieses Reizes, 
d. i. den leuchtenden Punkt A, in der Verlängerung jener geraden 
Linie, welche die Reizstelle a mit dem Augencentrum C verbindet. 
Dieser Vorgang, in Verbindung mit einer begleitenden Gedanken- 
thätigkeit, bewirkt das Sichtbarwerden des Punktes A im Räume. 

Der eben angestellten Betrachtung entnehmen wir eine wich- 
tige Folgerung. 

Denken wir uns auf dem dem Punkte A entsprechenden Seb- 
strable ACa einen zweiten Punkt A' angenommen, so wird dieser 
genau dieselbe Stelle a der Netzhaut erregen wie der Punkt A, 
und die Eindrücke, welche die beiden Punkte A und A' auf das 
Auge ausüben, werden ganz die nämlichen sein, voranagesetzt, 
dass nicht Umstände anderer Art, wie beispielsweise Farbe, Licbt- 
atärlce n. s. w., eine Unterscheidung rcsp. ein Urteil ermöglichen, 
ob A weiter vom Auge entfernt ist, als A' oder umgekehrt. Das 
Gleiche gilt von je zwei anderen Punkten welche auf einem und 
demselben Sehstrahle liegen, und weiters auch von räumlichen Ob- 
jekten, welche von derartigen Punktepaaren gebildet werden. 

Erscheint nämlich die Gerade AB [Fig. 1, Taf. I] irgend eines 
räumlichen Gebildes dem in C befindlichen Äuge unter dem Soh- 
winkel ACB, so wird auch A'B', für welche der Schwinkel A'CB' 
= ACB ist, im Äuge den nämlichen Bindruck hervorbringen. 

Diese Behauptung scheint mit der Thateache im Widerspracbe 
zu stehen, dass wir bei gewöhnlichen Sehweiten über die Ent- 
fernung, die Form und Grösse der Körper ziemlich richtig zu 
urteilen vermögen, wenn uns dieselben auch unter dem nämlichen 
Sehwinkel erscheinen. 

Der Grund hiervon ist jedoch bloss darin zu suchen, dass unser 
diesfälliges Urteil durch die Vergleichuug mit anderen benach- 
barten Gegenständen geleitet wird, deren Grösse, Form und Ent- 
fernung uns entweder durch unmittelbarem Betasten oder durch 
wirkliche Messung bekannt sind. 
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Als Richtschnur bei dieser Beurteilung dient gewöhnlich auch 
der Umstand, daas ein Körper einen auderen teilweise unsichtbar 
macht, oder dass der Schatten des eineu Körpers auf den zweiten 
fällt, was zur beiläufigen richtigen Bestimmung der gegenseitigen 
Lage dieser Körper genügt, oder, dass eine dunkle oder eine glän- 
zende Kante des eineu oder anderen Körpers sichtbar wird, was 
anf den Vorspmng einer ersten Grenzfläche vor einer zweiten 
deutet, n. s. w. 

Für geringe Entfernungen hat man einen Anzeiger in der 
Muskelanstrenguug, welche gemacht werden muss, um beide Augen- 
axen anf den nämlichen Punkt des betrachteten Gegenstandes zu 
richten. Je nachdem diese Anstrengung grösser oder kleiner ist, 
sehliesst man unwillkürlich auf eine grössere oder geringere Nähe 
jenes Punktes. Handelt es sich aber um grossere Distanzen, so 
wird die Veränderung des Winkels jener beiden Axen ganz un- 
merklich und kann daher im allgemeinen nicht mehr als Mass- 
stab der Entfernungen dienen. 

Bei Gegenständen, die auf weitem Felde zerstreut umher liegen, 
beurteilt man die Entfernung nach der grösseren oder geringeren 
Intensität des Lichtes, welches sie zurückwerfen; oder man schätzt 
gleichsam die Distanzen aller dazwischen liegenden Gegenstände 
ab, nm die Entfernung von demjenigen Objekte, welches insbe- 
sondere ins Auge gefasst wurde, darnach bemessen zu können. 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Urteile, welche man unter 
Anleitung des Gesichtssinnes allein über Entfernungen fällt, viel 
von gewissen begleitenden Umständen und Kenntnissen bedingt 
sind, die nur durch lange Übung und Gewohnheit erworben wer- 
den konnten. Das Sehen muss so wie das Gehen gelernt und 
geübt werden. Beweis dafür ist, dass, wie die Erfahrung lehrt, 
ein Blindgeborener, welcher allenfalls durch die glückliche Hand 
eines tüchtigen Operateurs den Gebrauch seiner Augen erlangt, 
anfänglich ganz fabch über die Entfernungen der ihn umgebenden 
Gegenstände urteilt. 

Selbst der Sehende verfällt in ähnliche Irrtümer, wenn ihm 
die Anwendung der oben angeführten Vergleichungsmittel unmög- 
lich gemacht ist. Die Fixsterne und die Planeten scheinen dem 
ungeübten Beschauer, obgleich ihre Entfernungen vom beobachten- 
den Äuge ungeheuer verschieden sind, alle auf einer und derselben 
Kngelfläche zu liegen, da es eben in diesem Falle an zwiscben- 
liegendeu Objekten bekannter Grösse und Eutferaung mangelt. 
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Ebenso wird dar IJngeiibtR mif offeueni Meere die Entfernungen 
sehr fehlerhaft abschätzen, nud auf ähnliche Weise wird man 
avich dann nicht richtig urteilen, wenn man mittels eines einfachen 
cylindriscieQ Eohree, durch welches man bloss einen einzigen Gegen- 
stand wahrnehmen kann, in die Weite sieht. 

Bei grossen perspektivischen Gremälden, welche man Pano- 
ramen nennt, wähnt man nicht selten in gi'osser Distanz von den 
betrachteten Gegenständen zu sein, obwolil sieh dieselben in einer 
Entfernung von wenigen Metern befinden. Diese Täuschung, der 
man sich mitunter unmöglich erwehren kann, rührt hauptsächlich 
daher, dass der Zuschauer aufs Sorgfältigste isoliert und seinen 
Blicken alles verborgen wii-d, was in uiunittelbarer Berührung mit 
dem Gemälde selbst ist, dieselbe verschwindet jedoch augenblick- 
lich, sobald man die IJjnfassung wahrnimmt, oder Gegenstände 
erblickt, die, zwischen dem Beschauer und dem Gemälde liegend, 
dem erste]:en die empfangenen Eindrnelce berichtigen helfen. 

§2. 

Pfli'spektlviselie Bilder, freie Perspaktive, Cftidral- mh'A- 
Eoläirfi'oJeMioji, 

Auf Grund der Erfahrung und all der oben angeführten 
Beobachtungen, welche die Richtigkeit der früher ausgesprochenen 
Behauptung bestätigen, läsat sich der allgemein gültige Satz fol- 
gern, dass ein leuchtender oder beleuchteter Punkt an 
jeder Stelle eines und desselben Sehstrahlea den näm- 
lichen Eindruck auf das Auge hervorbringt, vorausgesetzt, 
dass man nur die direkte Sinneswahrnelnnung berüclisiehtigt, 
und von allen Neb ennm ständen, als Farbe, Lichtintensität, üjn- 
gebung n. s. w, absieht. 

Denkt man sich daher von dem Punkte, welcher das Augen- 
centrura eines Beobachters vorstellt, nach allen Punkten eines 
räumlichen Gebildes die Sehstrahlen gezogen, und diese Pnnkto 
durch andere, auf den ihnen entsprechenden Sehstrahlen ersetzt, 
so werden diese ein zweites Gebilde liefern, welches im obigen 
Sinne genau denselben Eindruck hervorbringen wird, wie das 
ursprüngliche Gebilde, so dass der Beschauer in der Lage ist, sich 
mit Zuhilfenahme seiner Phantasie durch den Anblick des zweiten 
abgeleiteten Gebildes eine mehr oder weniger richtige Voi-stel- 
lung von dem ursprünglichen, oder Originalgebilde zu maclieu. 
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Ein solches aus einem Orjginalgebilde abgeleitetes Hilfsge- 
bilde wird, sobald es zu dem Zwecke hergestellt ist, den ndiuhchon 
Eindruck wie das Originalgebilde auf das Äuge lieivorzubiiugen, 
und hierdurch die Vorstellung desselben zu ermöglichen, em „per 
speUivisckes BÜd" im allgemeinsten Sinne des Woites genannt 

Insbesondere nennt man aber das abgeleitete (jebilde dann 
das „perspeHmsche Bild", die „Linearperspektive" oder kurz die 
„Perspektive" des Originalgebildes, wenn seine sämtlichen Punkte 
auf einer und derselben Fläche, als welche am häufigsten eine 
Ebene angenommen wird, liegen resp. 



Wir verstehen mithin unter dem perspektivischen Bilde 
eines räumliehen Gebildes den geometrischen Ort der Schnitt- 
punkte aller nach den einzelnen Punkten desselben gehenden Seh- 
strahlen mit einer festen Ebene, der sogenannten „Bildebene" oder 
„Tafel". 

Werden auf eine derartige perspektivische Darstellung eines 
räumlichen Gebildes auch dessen Farben und Beieuchtungsver- 
teilnng übertragen, so wird dasselbe (in der Terminologie der 
graphischen Knuste) als „Luftperspehtive" bezeichnet. 

Lässt man jedoch bei der perspektivischen Darstellung eines 
räumlichen Gebildes den Sehvoi^ang beiseite, betrachtet man also 
den Punkt, welchen wir früher mit dem Centrum des Auges iden- 
tifiziert haben, als einen ideellen oder mathematischen Punkt, 
und das perspektivische Bild des räumlichen Gebildes lediglieh als 
den Durchschnitt der Bildebene mit der Gesamtheit aller 
von diesem Punkte nach den einzelnen Punkten des Ori- 
ginalgebildes gehenden geraden Linien, und wird sodann 
ein derartig perspektivisches Bild Gegenstand geometrischer Unter- 
suchungen und Konstruktionen, welche sieh auf das Originalge- 
bilde beziehen, so heisst das genannte Bild eine „perspektivische 
Projektion", „PolarprojekHon" oder „Centralprojektion" des Origi- 
nalgebildes, während der obgedaehte feste Punkt als das „Projeh- 
tionseentrum" oder als „Pol" bezeichnet wird. 

Änsserdem nennt mau auch jenen Zweig der geometrischen 
Wissenschaften (speziell der darstellenden Geometrie), welche 
sich mit jenen Methoden beschäftigt, nach welchen die erwähnten 
Untersuchungen und Konstruktionen vorzunehmen sind, die „Me- 
thode der Centralprojektion" oder „Perspektive". 

Die GrundzSge dieser Methode zu entwickeln, zu begründen 
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nocl diesellje in ihrer A-iiwenduiig zn zeigen, soll der Zweck uud 
iler Gegenstand des vorliegenden Buches sein. 

Bevor wir hierauf übergehen, mag noch auf einen Unterschied 
awiseheu der Centralprojektioa und dem perspektivischen Bilde 
eines Objektes im früheren Sinne hingewiesen werden. 

Wird nämlich das Projektionscentrum mit dem Äuge eines 
Beobachters identifiziert, so ist es mit Rücksicht auf die Beschaffen- 
heit unseres Organismus notwendig, das abzubildende Objekt so- 
wohl, als auch die Bildebene vor diesem Äuge anzanehmen, da 
Funkte des Raumes, welche hinter dem Auge liegen, keine 
reellen Bilder ergeben können. 

Fasst mau jedoch die Centralprojektion abstrakt als den 
Ort der Schnittpunkte der Bildebene mit allen von dem Frojek- 
tionscentrum nach den Punkten des darzustellenden Gebildes gehen- 
den Strahlen auf, so ist ohne weiteres einleuchtend, daas jedem 
Punkte des Raumes ein reelles Bild entspricht, wobei es ganz 
gleichgültig bleibt, welche gegenseitige Lage der Punkt, das Pro- 
jektionscentrum und die Bildebene besitzen. 

§ 3. 
tJi'UiMllxsgrüfe der Methode der Centralprojektion. 

Wie überhaupt bei den meisten graphischen Darstellungen 
nimmt mau auch in der Centralprojektion als „Bildebene" oder 
„Tafel" ein Zeichnungsblatt oder eine Zeichentafel au. 

Die nächste Aufgabe besteht darin, die Lage des im Räume 
gedachten Projektionscentrums gegen diese Bildebene fest- 
zustellen. 

Letzteres geschieht am einfachsten, wenn man von dem Pro- 
jektionscentrum (C) [Fig. 2, Taf, I] eine Senkrechte (C)A auf die 
Bildebene BE fällt, und von dem Pusspunlrte A derselben auf irgend 
eine in der Bildebene liegenden Geraden die Lange d des ge- 
nannten Perpendikels A(C) nach AC aufträgt, oder auch aus A 
als Mittelpunkt mit dem Radius d einen Kreis D beschreibt. 

Es ist ohne weiteres einleuchtend, däss durch die Angabe der 
Strecke AC oder des Kreises D und seines Mittelpunktes A in der 
Bildebene die räumliche Lage des Projektionscentrums be- 
stimmt ist. Man hat sich nämlich bloss im Punkte A eine Senk- 
rechte (Normale) zur Bildebene gezogen, und auf derselben von A 
aus die Strecke AC oder den Radius d des Kreises D nach A(C} 
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aufgetragen ku denken, nra in deren zwüiten Endpnnkt (C) das 
fragliehe Projektionseeutrnm zu erhalten. 

Wie leicht ersichtlich erhält man dnrch diese Konstruktion 
zwei Punkte (C) und (C), welche symmetrisch gegen die Bild- 
ebene liegen, und von welchen jeder ein Projektiouscenii'um vor- 
stellen kann. 

Um diese Zweideutigkeit zu beheben, wollen wir ein für alle- 
mal festsetzen, dasa das Projektionscentrum (C) vor der Bild- 
ebene, d. h. auf jener Seite der Bildebene liege, auf welcher 
sich der Konstrukteur befindet. 

Soll jedoch ausnahmsweise von dem hinter der Bildebene 
liegenden Punkte (C) als Projektionscentrum Gebranch gemacht 
werden, so wollen wir dies dadurch anzeigen, dass wir dem Buch- 
staben C oder D ein Minuszeichen als Fnssindes beisetzen, also 
statt C und D, beziehungsweise C_ und D_ schreiben. 

Der Fusapunkt A der vom Projektionscentnrm (C) auf die 
Bildebene BE gefällten Normale (Ilauptstrahl, Hauptnormale) 
heisst der ,, Hauptpunkt" ; die Strecke d = Ä(C) (wahre Grösse der 
Entfernung des Centrums (C) vom Fusspunkte A der Nonnale aus 
(C) zur Bildebene) pflegt man die „Distanz" zu nennen, während 
die Strecke d = AC in der Bildebene die „wmgelegte Distanz" und 
der Kreis D der „Distanzkreis" genannt wird. 

Soll die centrale Projektion eines räumlichen Gebildes gleich- 
zeitig airch eine perspektivische Ansicht des letzteren liefern, 
wie dies bei der perspektivischen Darstellung technischer 
Objekte gefordert wird, so pflegt man, wie wir an späterer Stelle 
sehen werden, die Lage des Hauptpunktes und die Grösse des 
Distanzkreises noch von anderen charakteristischen Bestim- 
mungsstüoken abhängig zu machen, gleichzeitig aber die Hori- 
zonts- und Vertikallinie beizufügen. 



Ceiiti'alprojelEtioneii von Punkten. 

Wenn ein beliebiger Punkt P [Fig. 3, Taf. )] im Baume ge- 
geben, d. h. seiner Lage nach vollständig bestimmt ist, so gilt das 
Gleiche auch von seiner Gentvalprojektion p auf die Bildebene BE 
bezüglich des Projektionseentnims (C), nachdem diese Centralpro- 
jektion, der früher aufgestellten Definition gemäss, den Schnitt- 
punkt der Bildebene BE mit dem Verbindungsstrahle von (C) 
mit P d, i. dem „ProjeJdionsstrahle" (C)P repräsentiert. 
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b sofort za entnehmen, dass einem Punkte P im 
ßaumß stets nur eine einaige Ceutraiprojelftion p entspricht, 
rmd dass dieselbe vollständig bestimmt sei, wenn der Punkt P selbst 
seiner Lage nach gegen die Bildebene und das Projektionscentnun 
gegeben ist. 

Die einzige Auanahme von dieser allgemein gültigen Regel 
macht nur das Projektionscentrnm (C), sobald es gleichzeitig als 
ein darzustellender Punkt P des Raumes anfgefasst wird. Dies- 
falls kann nämlich jeder durch das Projelitionscentrum (C) ge- 
führte Strahl als Projektionsstrahl für P, und mitbin jeder 
beliebige Punkt der Bildebene als Centralprojektion von P anfge- 
fasst werden, oder mit anderen Worten; 

„Die Centralprojektion des ProJeHionscentrums ist völlig un- 
bestimmt." 

Die vorher aufgestellte Behauptung, dass die Centralprojek- 
tion p eines beliebig im Räume gegebenen Punktes P vollständig 
bestimmt ist, wenn p und (C)p als bekannt vorliegen, kann nicht 
umgekehrt werden. Es lässt sich nämlich sehr leicht zeigen, 
dass durch die blosse Angabe der Centralprojektion p eines 
Raumpunktes P dieser letztere keineswegs eindeutig festge- 
stellt sei. 

Der Projektionsstrahl, auf welchem der darzustellende Punkt P 
liegen muas, ist wohl durch die Verbindungsgerade des Punktes p 
mit dem Projektionscentrnm (C) gegeben; wir finden aber gleich- 
zeitig, dass ebenso jeder beliebig andere auf diesem Strahle ge- 
wählte Punkt P seine Centralprojektion thatsächlich in p haben 
werde, dass also: 

„Jeder Punkt der Bildebene die Centralprojektion aUer auf 
dem durch ihn gehenden ProjeUionsstrahle liegenden Punkte dar- 
stelle." 

Auf jedem Projektionsstrahle (C)p gibt es jedoch zwei be- 
sonders ausgezeichnete Punkte, nämlich den Schnittpunkt 
desselben mit der Bildebene, d. i. p selbst, und den unendlich 
fernen Punkt V», dieses Strahles. 

Die genannten Punkte haben ihre Coutralprojektioneu 
ebenfalls in p, und es ist einleuchtend, dass es, wenn p die Cen- 
tralprojektion eines der beiden Punkte p oder V„ vorstellen soll, 
bloss eines hierauf abzielenden Hinweises bedarf. Dieser Hinweis 
wird, wie allgemein gebräuchlich, in der Form gegeben, dass man 
diesfalls die Centralprojektion nicht mit p, sondern im ersten Falle 
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mit einem der Bnchstaben d, D, S, A, ^, 8, b, ® und im zweiten 
Falle mit einem der Buchstaben V, V, cp, 4>, •^, 'i', f, F bezeichnet. 

Wenn also irgend ein in der Bildebene liegender Paukt mit 
einem der Bnchstaben d, D, 5, i, ^, 0, b, ^ (welchen wieder zur 
Unterscheidung anderweitige Buchstaben, Zahlen oder Striche als 
ludexe beigefügt werden können) bezeichnet ist, so soll dies be- 
deuten, dass dieser Punkt als ein in der Bildebene liegender 
Originalpunltt, welcher mit seiner Oentralprojektion zu- 
sammenfällt, anzusehen sei. 

Ist hingegen ein beliebiger Punkt der Bildebene durch einen 
der Buchstaben V, V, f, F, 9, 4», •]>, ^ (mit oder ohne Index) ge- 
kennzeichnet, so soll dieser Punkt die Centralprojektion oder 
das Bild des unendlich fernen Punktes des ihm enteprechen- 
den Projektionsstrahles repräsentieren. 

§5. 

Centralprojektion einer Geraden. Durchstosspunkt und 

Fluclitpunkt einer Geraden. 

Es stelle BE [Fig. 4, Taf. I] die Bildebene, (C) das Projok- 
tionscentrum und L irgend eine unbegrenzte, gegen BE geneigte 
Gerade dar. 

Unter der Centralprojektion oder dem Bilde dieser Geraden L 
auf der Bildebene BE, [für das Projektiouscentrum (C)] haben wir 
den geometrischen Ort der Centralprojektionen aller ihrer Punkte 



Dass der genannte geometrische Ort selbst wieder eine Ge- 
rade sein müsse, ist unschwer nachzuweisen. 

Denken wir uns nämlich nach allen Punkten Pj , P^ . . . . der 
Geraden L die Projoktionsstrahlen (C)P^, (C)Pg .... gezogen, so 
liegen diese sämtlich in jener Ebene, welche durch die Gerade L 
und durch das Projektionseentrum (C) bestimmt ist. Die genannte 
Ebene schneidet femer die Bildebene in einer Geraden I, und diese 
Schnittgerade wird selbstverständlich alle Schnittpunkte Pi, Pa ■ - ■ 
der Projektionsstrahlen (C)Pi, (C)?^ ■ . ■ mit der Bildebene, d. b, 
die Centralprojektionen aller Punkte P^, P^ ■ ■ ■ von L ent- 
halten. 

Bezeichnet man die durch die Gerade L und durch das Pro- 
jektionseentrum bestimmte Ebene als die „die Gerade L central- 
projizierende Ebene", so folgt aus der vorstehenden Betrachtung, 
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dass: „die Cenlralpröjektion einer beliebigen Geraden stets tvieder 
eine Gerade sei und dass dieselbe durch den Schnitt der Bildebene 
mit der der Originalgeraden entsprechenden centralprojisierendm 
Ebene dargestellt werde." 

Aasgenommen hiervon sind jene Geraden im Räume, welche 
insbesondere durch das Projektionseentrum gehen, und die man 
„cmiiralprojizierende Geraden" nennt. Da jede derartige Gerade 
gleichzeitig ein Projektionsstrahl ist, so folgt aus den Betrach- 
tungen in § 4, dass sich ihre Centralprojektion auf einen ein- 
zigen Punkt, d. i. auf ihren Schnitt mit der Bildebene reduziert. 

Den obigen Auseinandersetzungen eutnehmen wir weiteres, 
dass, sobald eine Gerade L im Räume ihrer Lage nach vollständig 
gegeben ist, auch ihre Ceutralprojektion „als Schnitt der ihr ent- 
sprechenden central projizieren den EbeJie mit der Bildebene" un- 
zweideutig bestimmt ist. 

Umgekehrt ist aber die Lage einer Geraden im Räume, von 
welcher bloss die Centralprojektion I gegeben ist, nicht bestimmt; 
denn die durch I und das Projektionscentrum (C) gelegte Ebene 
ist nicht bloss für eine bestimmte Gerade, sondern für alle mög- 
liehen in ihr liegenden Geraden die centralprojizierende Ebene, 
d. h. mit anderen Worten; 

„Eine beliebige in der Bildebene liegende Gerade repräsen- 
tiert zu gleicher Zeit die Centralprojektion aller jener Geraden, 
welche in der durch die vorgenannte Gerade und das Pcojektions- 
centrum bestimmten Ebene liegen." 

Genau so wie in § 4 der Schnittpunkt mit der Bildebene 
und der unendlich ferne Punkt eines Projektionsstrahles als 
besonders ausgezeichnete Elemente erkannt wurden, erweisen 
sich auch bezüglich der eentralprojektivischen Darstellung 
einer beliebigen nicht durch das Projektionscentram gehendeu 
Geraden, einerseits deren Schnittpunkt mit der Bildebene und 
andererseits deren unendlich ferner Punkt vou wesentlicher Be- 
deutung. 

Was den Schnittpunkt der Geraden L mit der Bildebene an- 
belangt, welchen man den „Bildftächdurchstosspunkt", die „Bild- 
flächspur" oder kurz auch den „Durchstosspunkt" der Geraden L 
nennt, so fällt der.'selbe als ein in der BiJ^ebene liegender Punkt 
des Raumes mit seiner Centralprojektion zusammen. Dass dieser 
Punkt, welcher im Sinne des § 4 mit d bezeichnet wird, auch der 
Centralprojektion i der Geraden L angehören muss, ist einleuchtend. 
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wenn man bedenkt, dass er sowohl in der Bildebene, als auch in 
der ceutralprojizierenden Ebeue der Geraden L, also aucli im 
Schnitte I der beiden eben genannten Ebenen liegt. 

Liegt nun ausser der Centralprojeldäon I einer Geraden L 
auch üöcli der in I liegende Bildfläch durchstosspunkt d als gegeben 
vor, so findet man unmittelbar, dass die frühere Unbestimmtheit 
der Originalgeraden L im Räume einigermassen eingeschränkt wird, 
da unter diesen Voraussetzungen nicht mehr jede beliebige 
in der durch I und das Centrum (C) bestimmten ceiitralprojizieren- 
den Ebene liegende Gerade die gedachte Originalgerade L vor- 
stellen kann, sondern es wird nui eine \un jenen Geraden sein 
können, welche gleichzeitig duich den Punkt d gehen. 

Denkt man sich ferner dnich das Ptojektionscoutrum (C) den 
mit der Geraden L parallelen PiojeLtiunsstrabl gezogen, d. h. jenen 
Strahl geführt, welcher durch den unendlich fernen Punkt V» 
von L geht. Dieser Strahl schneidet die Bildebene BE in einem 
Punltte, welchen wir als die Centralprojektion oder als das 
Bild des vorgenannten unendlich fernen Punktes V™ ansehen 
können, und welchen wir, gemäss dem in § 4 getroffenen Über- 
einkommen, mit V bezeichnen. 

Der Punkt V, welcher der „Flucht;punld" , „Verschwindungs- 
imnlct" oder der „Gegmpwnkt" der Geraden L heiast, muss not- 
wendig in der Centralprojektion I der Geraden L liegen. 

Infolge der Parallelität der Geraden L und (C)V liegt der 
Strahl (C)v in der durch L und (C) bestimmten ceutralprojizieren- 
den Ebene, und mithin der Schnittpunkt v desselben mit der Bild- 
ebene im Schnitte der letzteren mit der genannten projizierenden 
Ebene, d. i. in der Centralprojektion I der Geraden L. 

Die beiden Punkte d und V, d. i. den Durchstosspunkt und 
den Fluchtpunkt der Geraden L pflegt man die „Haupt^unkie" 
oder die „Kardinalpunkte" der Geraden L zu nennen, während 
die von ihnen auf der Centralprojektion I dieser Geraden bestimmte 
endliche Strecke dv als die „Bildlänge" der Geraden L bezeich- 
net wird. 

Man erkennt jetzt unschwer, dasa die Lage einer Geraden L 
im Räume vollständig bestimmt ist, sobald — selbstverständ- 
lich bei gegebenem Projektionscentrum — ihre beiden Hauptpunkte 
d und V gegeben sind. Da nämlich diesen beiden Hauptpunkten 
zwei ganz bestimmte, der G-eraden L im Räume angehörende Punkte 
d und V» entsprechen, so ergiebt sich L unmittelbar als die Vor- 
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bindungsgerade dieser Punkte resp. iils die durch d parallel zu {C)v 
geführte Gerade, 

Setzen wir die Zeiclmungaebene als Bildebene voraus, seieu 
ferner A [Fig. 5, Taf. I] der Hauptpunkt und Dfc der Distanakreis, 
wolcbe vereint die Lage des Projektionseentrums (C) bestimmen, 
und seien weiters d der Durchstosspunkt und V der Flncbtpunkt 
irgend einer Ranmgeraden L, ao ist durch dv die centrale Projek- 
tion der letzteren eindeutig festgesifillt. 

Das Projektionscentrum erhält man diesfalls als jenen Punkt (C) 
im Räume, welcher auf der durch A senkrecht zur Bildebene ge- 
zogenen Geraden, in einem Abstände von A liegt, welcher dem 
Radius des Distanzkreises Du gleichkommt. 

Nach - den vorhergehenden Ausführungen gibt sodann der 
Strahl, welcher dieses Projektionscentrum (C) mit dem Flucht- 
punkte V verbindet und der „FlucMstrahl" genannt wird, die 
Richtung der dargestellten Geraden L an. Da die letztere 
durch den Durchstosspunkt d gehen muss, ao ist sie als die Pa- 
rallele durch d zum Strahle {C)v vollkommen bestimmt. 



Folgcrmigcn ans der perspoktiviselicii Darstellung gerader 
Linien <lui"Cli ihre Hauptpunkte; Neigungswinkel einer Ge- 
raden gegen die Bildebene. Besondere Lagen einer 
Geraden. 

Nachdem, wie im Vorhergehenden gezeigt wurde, jede Gerade 
im Räume zu der Verbindungsgeraden des Projektionscentrnras mit 
ihrem Mnchtpunkte, d. i. zu ihrem „Parallel-" oder „Fluchtstrahle" 
parallel ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass: 

Gerade Linien, welche sämtlich untereinander parallel 
sind, sonst aber beliebige Lagen im Räume haben können, einen 
und denselben Fluchtstrahl, und mithin auch emen gemein- 
schaftlichen Fluchtpunkt besitzen müss'^n. 

Konvergieren umgekehrt die Centralprojektionen irgend wel- 
cher Geraden in einem uml demselben Fluchtpunkte, so 
lässt sieh daraus schliessen, dass diese Geraden im Räume unter- 
einander parallel sein müssen. 

Geht eine Gerade L im Räume durch das Projektions- 
centrum, so fällt sie mit ihrem Fluchtstrahl znsammen; der 
Schnittpunkt einer solchen Geraden mit der Bildebene ist daher 
; ihr Durchstosspunkt und ihr- Fluchtpunldi, 
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Liegt eine Gerade im Räume parallel zur Bildebene, so 
gilt das Gleiche anch von ihrem Flucht- oder Parallelstrahle; es 
ergieht sich daher weder ein im Endlichen liegender Durchatoss- 
punkt noch Fluchtpunkt. Hieraus ist zu ersehen, dass die Dar- 
atellungsweisc einer Geraden durch „Durchstosspnukfc nud Flucht- 
punkt", für solche Geraden, die zur Bildebene parallel sind, ihre 
Dienste versagt, und dass daher in der Folge für diesen Fall ein 
anderweitiges Mittel resp. eine andere Methode der Darstellung 
wird festgestellt werden müssen, um derartige Geraden centra.l- 
projettivisch eindeutig zn bestimmen. 

Steht eine Gerade senkrecht auf der Bildebene, so gilt 
das Gleiche auch vou ilirem Fluchtstrahle; dieser fällt also mit 
dem Hauptstrahle zusammen. Der Fluchtpunkt von zur Bild- 
ebene senkrechter Geraden ist mithin durch den Haupt- 
punkt A (Mittelpunkt des Distanzkreises) dargestellt. 

Ans dem eben Gesagten ist zu entnehmen, dasa die Lage 
des Fluchtpunktes einer Geraden auf der Bildebene in einer 
gewissen Beziehung zn der Neigung dieser Geraden gegen 
die Bildebene steht. Um das diesbezügliche Gesetz kennen zu 
lernen, stellen wir folgende Betrachtung an. 

Es sei BE [Fig. 6, Taf. I] die Bildebene, (C) das Projeküons- 
centrum, A der Hauptpunkt, L eine gegen die Bildebene unter 
irgend einem Winkel a geneigte Gerade, (C)v der ihr entsprechende 
Fluchtstrahl und V ihr Fluchtpuakt. 

Da der Fluchtstrahl (C)v zm' Geraden L parallel läuft, so 
wird derselbe ebenfalls den Winkel a mit der Bildebene em- 
sehliessen. Dieser Winlcel a. wird bekanntlich als derjenige er- 
halten, welchen die Gerade (C)v mit der Schnittgeraden Av der 
Bildebene BE und der durch (C)v senkrecht zur Bildebene gelegten 
Ebene v(C)A eiuschliesst, d.i. als jener Winkel erhalten, welchen 
der Fluchtstrahl (C)v mit seiner orthogonalen Projektion vA auf 
der Bildebene einschliesst. 

Es ist mithin der Winkel (C)vA der fragliche Neigungs- 
winkel a. Berücksichtigen wir nun, dass das Dreieck (C)Av bei 
Ä rechtwinklig ist, und dass die eine Kathete (C)Ä desselben gleich 
der Hanptdistanz d, also unveränderlich ist, so folgt ohne wei- 
teres, dass die zweite Kathete vA nur von der Grösse des Win- 
kels a abhängig sei, oder dasa, algebraisch aiisgedrückt: 

vA =^ d . ctg a 
sein müsse. Wir entnehmen dieser Beziehung, dasa, sobald a 
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unverändert bleiU, auch vA sich nicht ändert, dass also die 
Fluch tpiinkto V, v', v" . . . aller Geraden L, L', L" . . . im Räume, 
welche sämtlich mit der Bildebene den gleichen Winkel a ein- 
achUeasen, auf der Peripherie des aus dem Mittelpunkte A 
mit dem Radius vA beschriebenen Kreises Ka liegen müssen, 
und dass dieser Kreis Tollsländig bestimmt sei, sobald der Winkel a. 
seiner Grösse nach gegeben ist, indem sich sein Radius vA=^r 
als eine Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes vA(C) ergibt, dessen 
andere Kathete der Distanz d gleich ist, während der der letzteren 
gegenüberliegende Winkel den gegebenen Neigungswinkel ix re- 



Der so erhaltene Kreia K« heiast der dem Neigungswinkel et 
entsprechende „Fluchikreis" oder „Neigungshreis." 

Wenn wir die Gleichung vA =: r ::= d cotang a diskutieren, so 
gelangen wir ohne weiteres zu den bereits früher angeführten be- 
sonderen Lagen einer Geraden, So findet man beispielsweise 
für a gleich (Null) einen Fluchtkreis von unendlich grossem 
Radius, d. h. der Fluchtpunkt einer mit der Bildebene den Win- 
kel einschliessenden , also zur Bildebene parallelen Geraden 
liegt in unendlicher Entfernung. 

Wird der besagte Neigungswinkel a^45°, so ist der Ra- 
dius r des Fluchtkreises der Distanz d gleich, d. h. der FlucM- 
kreis K« für alle gegen die Bildebene unier dem Winkel «=^45° 
geneigten Geraden fälU mit dem üistanshreis Dk zusammen. 

Ist der Neigungswinkel a = 90°, so ist der Radius p des 
Neignngskreises K„ gleich (Null); der letztere reduziert sich 
somit auf den Hauptpunkt, 

Weiteres entnimmt man dem Gesagten mit Hilfe der vorher 
aufgestellten Gleichung r ^ d cotang a unmittelbar aiich die Rich- 
tigkeit des Satzes: 

Von zwei p&rspekiivisch dargestellten Geraden schliesst diejenige 
den grösseren Winkel mit der Bildebene ein, deren Flticktpunkt 
dem Hauptjmnkte näher liegt. 

§ 7, 

Ceiitralprojcktiyische Darstellung einer Ebene. Bildfläcli- 

traec und Pluclittrace einer Ebene. 

Denken wir uns irgend eine gegen die Bildebene und das 
Projektionscentrom beliebig liegende Ebene E gegeben. Jedem 
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Punkte dieser Ebene entspricht eine Ceutralpi'ojebtion , und um- 
gekehrt ist jeder Paaikt der Bildebene die Centralprojektion eines 
gewissen Punktes der Ebene E. Es ist daher die ganze Bildebene 
von den Projektionen der Punkte der Ebene E stetig ausgefüllt, 
und da ein Gleiches von jeder anderen nicht durch das Projek- 
tionscentruni gehenden Ebene gilt, so iat einleuchtend, dass auf 
diesem Wege fiir die centralprojektivische Darstellung einer Ebene 
nichts gewonnen wird. 

Wir befinden uns hier iu einem analogen Falle, wie bei der 
Darstellung einer geraden Linie. Ebenso wie hier dio Bildebene 
gewissermaasen als die Centralprojektion aller möglichen Ebenen 
im Räume angesehen werden kann, so war eine beliebige Gerade 
in der Bildebene gleichzeitig die Centralprojektion aller möglichen 
in der dnrch sie bestimmten centralprojiziereuden Ebene liegenden 
Geraden. Erst dadurch, dass man deren Durchatosspunkt und 
Fluchtpunkt ihrer Centralprojektion hinzufügte, wurde eine be- 
stimmte unter den letztgenannten Geraden befindliche Gerade 
auf eine unzweideutige Weise feaigestellt. 

Es wird sieb mithin, um Einheitlichkeit in die Darstellungs- 
methode zu bimgen, empfehlen, zur Darstellung einer Ebene aiiar 
löge Hilfsmittel, wie zui Daistellung einer Geraden zu verwenden. 

Eine gerade Linie ist diu'ch zwei in ihr liegende Punkte, 
und eine Ebene durch zwei in ihr liegende Geraden be- 
stimmt. 

Pur die Darstellung der Geraden in centraler Projektion wur- 
den, wie wir gesehen haben, zwei besondere Punkte derselben be- 
nützt, und zwar einerseits jener Punkt, welchen die Gerade mit 
der Bildebene gemein hat, und andrerseits der unendlich ferne 
Punkt der Geraden. Analog wird man sich auch bei der cen- 
tralprojektivischen Darstellung einer Ebene zweier be- 
sonderen Geraden bedienen, welche in derselben liegen. 

Die eine dieser Geraden Eb [Fig 7, Tif I] ist diejenige, welche 
die Ebene E mit der Bildebene gemein hat, sie stellt als solche 
ihre eigene Centralprojektion voi und wiid die ,Bildflächtrace" 
oder „Büdfiächspur" der Ebene E genannt 

Die zweite Gerade, welche bei der Daistellung einer Ebene E 
zweckmässig zur Verwendung gelangt, ist diejenige, welche dio 
besagte Ebene E mit der unendlich fernen Ebene gemein hat, 
d. h. die unendlich ferne Gerade V der Ebene E. 

Da bekanntlich diese unendlich ferne Gerade V auch allen 
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zu E parallelen Ebenen angehört, so wird offenbar ihre Central- 
projektion E, als Selinitt der Bildebene BE mit der durch das 
ProjekfcioHscentrum (C) parallel zu E gelegten Ebene VE erhalten. 
Diese Ceiitralprojektion E„ bezeichnet man als die „Muchttrae.e" , 
„Verschmindungstrace" oder „Gegenaxe" der Ebene E, und die 
zu E durch das Centrum (C) parallel gelegte Ebene VE oder FE als 
die „Fluchtebene" der dargestellten Ebene E. 

Nachdem die letztgenannte Ebene VE oder FE die Flucht- 
oder Parallelstrahlen aller Geraden enthält, welche in der Ebene E 
gedacht werden können, so kann die erstere auch als Parallel- 
ebene zu der letzteren und die Pluchttrace als der Ort der 
Fluchtpunkte aller in der Ebene E liegenden Geraden 
aufgefasst werden. 

Da die Bildflächtrace E|, und die Fluchttrace E, einer 
Ebene E die Schnittgeraden der Bildebene BE mit zwei zu einan- 
der parallelen Ebenen, d. i. der Ebene E und ihrer Fluchtebene V E, 
repräsentieren, so müssen sie notwendig parallele Geraden sein. 

Dass durch die Angabe der beiden Tracen E|, und £, die 
Ebene E räumlich vollständig bestimmt sei, ist ohne weiteres 
klar, wenn man berücksichtigt, dass dieselben zwei Geraden im 
Eaume eindeutig bestimmen, oder wenn man aus Eb und Ey die 
Ebene E konstruiert. Denlcfc man sich nämlich durch das Projek- 
tionscentrum (C) und die Fluchttrace E, die Fluchtebene VE — 
es gibt offenbar nur eine solche — gelegt, so wird die darge- 
stellte Ebene E jene sein, welche sich durch die Bildflächtrace Eb 
parallel zu VE führen lässt. 

Was mit Rücksieht auf die graphische Ausführung die Be- 
zeichnung der beiden Tracen einer Ebene betrifft, so wählen wir 
für dieselben den gleichen Buchstaben, der für die Benennung der 
darzustellenden Ebene gewählt wurde und fügen demselben, je 
nachdem er sich auf die Bildflächtrace oder die Fluchttrace be- 
zieht, den Fassindex b resp. V bei. Überdies kennzeichnen wir, 
der leichteren Unterscheidung halber, die Bildflächtrace durch eine 
voll ausgezogene, die Fluchttrace dagegen durch eine strichnlierte 
Gerade. 
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Folgerungen aus der centralprojektiTischeii Darstellung einer 

Ebene durcli ihre Traeen. Neigungswinkel einer Ebene gegen 

die Bildebene. Besondere Lagen einer Ebene. 

Da alle untereinaiider parallelen Ebenen unr eine unend- 
lich ferne Gerade gemein haben, so wird deren Central- 
projektion die Fluchtfcrace einer joden dieser Ebenen vorstellen, 
oder mit anderen Worten, da man zu einer Schar paralleler 
Ebenen durch einen Punkt, — diesfalls durch das Projektions- 
centrum — , nur eine einzige parallele Ebene legen kann, so 
wird nach der früher entwickelten Darstellungsmethode der Schnitt 
dieser letzteren Ebene {5er Fluchtebene) mit der Bildebene die 
Fluchttraee für alle vorgenannten Ebenen repräsentieren. Hier- 
aus ergibt sich der wichtige Satz: 

„AUe untereinander parallelen Ebenen besitzen eine gemeinschaft- 
liche Fluchttrace." 

Wenn nun umgekehrt zwei oder mehrere durch ihre Traeen 
centralprojektiviseh dargestellte Ebenen eine und dieselbe Flnchtr 
trace besitzen, so müssen diese Ebenen notwendig antereinander 
parallel sein. 

Enthält eine Ebene das Projektiouscenti'um, ist dieselbe also 
eine „eentralproßsierende" Ebene, so ist ihr Schnitt mit der 
Bildebene gleichzeitig die Centralprojektion aller in ihr liegenden 
Geraden, mithin auch der unendlich fernen Geraden; die Bild- 
flächtrace und die Fluchttrace einer ceutralprojizieren- 
deu Ebene fallen demnach in eine und dieselbe Gerade 
zusammen. 

Ist eine Ebene parallel zn der Bildebene, so gilt das 
Gleiche auch von ihrer Fluchtebene. Beide Ebenen schneiden so- 
dann die Bildebene in der unendlich fernen Geraden. Eine 
solche Ebene besitzt daher keine eigentlichen, d. h. im End- 
lichen liegenden Traeen. Die unendlich ferne Gerade der Bild- 
ebene kann fiir die Darstellung einer solchen Ebene nicht ver- 
wendet werden, da durch sie überhaupt jede zur Bildebene parallele 
Ebene repräsentiert wäre. Wir werden daher erst an späterer 
Stelle ein Mittel kennen lernen, welches es uns erraöglicheu wird 
eine zur Bildebene parallele Ebene auf eine höchst einfache Weise 
eindeutig zu bestimmen. 

Eine sehr wichtige Rolle spielt der Abstand der Flucht- 
trace einer Ebene vom Hauptpunkte. 

PesQlika, Freie Perspeliüve. 2 
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Selbst eine bloss oberflächlielie Betrachtung zeigt schon, dass 
dieser Abstand um so grösser sei, je kleiner die Neigung der be- 
treffenden Ebene gegen die Bildebene ist. 

Das Gesetz der diesbezüglichen Abhängigkeit kann 
leicht abgeleitet werden, 

Vor allem ist einleuchtend, dass, weil eine Ebene E und deren 
Fluchtebene VE ku einander parallel, also notwendig gleichgeneigt 
gegen die Bildebene sind, zur Ermittelung ihrer Neigung 
gegen die Bildebene nur die Kenntnis der Fluchtebene, oder 
was gleichbedeutend ist, die Kenntnis der Fluchttrace und jene des 
Projektionscentrums erforderlich ist. 

Es stelle BE [Fig. 8, Taf. I] die Bildebene, (C) das Projek- 
tionsecntrum, A den Hauptpunkt und £, die Fluchttrace jener 
Ebene vor, deren Neigung gegen die Bildebene bestimmt 
werden solh Der betreffende Neigungswinkel ist, wie bereits 
hervorgehoben wurde, jenem Winkel gleich, welchen die Flucht- 
ebene [(C), Ev]=VE mit der Bildebene einschliesst. 

Um diesen Winkel zu erhalten, hat man bekanntlich eine zur 
Sehnittgeraden E,, dieser beiden Ebenen senkrechte Hilfsebene zu 
konstruieren, and deren Schuittgeraden mit den beiden Ebenen zu 
bestimmen. Für den vorhegenden Zweck denken wir ans die ge- 
nannte Hilfsebene durch das ProjektionscentiTjm (C) geführt. Da 
dieselbe senkrecht zur Geraden E, sein soll, so müssen auch deren 
Schnittgeraden mit der Bildebene BE and der Piuchtebene VE 
senkrecht auf der Fluchttrace E, stehen. Nachdem weiter die 
durch (C) geführte Hilfsebene auth senkrecht zur Bildebene steht, 
so ist ihre Schnittgerade mit der letzteren die dui'ch den Haupt- 
punkt A auf die Fluchttrace E, gefällte Normale AA' . Bezeichnet 
A' den Schnittpunkt dieser letztgenannten Senkrechten AA' mit 
der Flachttra^e E,, so ergibt sich, wie man sofort erkennt, der 
Schnitt der Hilfsebene mit der Fluehtebene VE als Verbindungs- 
gerade der Punkte A' und (C), Wie bekannt ist nun der so er- 
haltene Winke! cc, welchen die beiden Geraden AA' und (C)A' 
einschhessen , der gesuchte Neigungswinkel der Fluehtebene 
VE, also auch der gegebenen Ebene E gegen die Bildebene. 

Die augestellte Betrachtung zeigt, dass der verlangte Neigungs- 
winkel AA' (C) = oc als ein Winkel in einem rechfcwinkehgen Drei- 
ecke AA' (C) gefunden wird, in welchem die ihm anliegende und 
die ihm gegenüberliegende Kathete beziehungsweise gleich der Ent- 
fernung r = AA' der Fluchttrace E, vom Hauptpunkte A und der 
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Distanz d = A(C) siuiä. Hiernach ergibt sich so wie an früherei' 
Stelle auch diesfalls: 

r = d ctg a. 

Ist «^90", steht also eine Ebene zur Bidebene senk- 
recht, 80 ist ctga = 0, also auch r ^ 0, d, h. die Pluchttrace 
einer zur Bildebene senkrecht stehenden Ebene geht stets 
durch den Hauptpunkt. 

Ferner entnimmt man der obigen Gleichung, dass, sobald a. 
konstant ist, auch r konstant sein müsse, dass also die Flucht- 
tracen aller Ebenen, welche denselben Winkel mit der 
Bildebene einschliessen, die gleiche Entfernung r vom 
Hauptpunkte A besitzen, oder mit anderen Worten, dass diese 
Pluchttracen einen Kreis K« berühren, dessen Mittelpunkt A 
und dessen Radius r = d ctg a ist. Es besteht hiernach der Satz: 

„Die Fluchttracen von Ebenen gleicher Neigung gegen die Bild- 
ebene ersckeinert als Tangenten an jenen Fluckikreis, welcher sich 
als Ort der Fluchtpunkte solcher Geraden ergibt, die den nämlichen 
Neigungstoinkel mit der Bildebene einschliessen." 

Der Kreis K« heisst der dem Neigungswinkel a. entsprechende 
„Fluchtkreis" oder „Neigungskreis". 

Für Ebenen, welche mit der Bildebene den Winkel von 45° 
einschliessen, fällt der Fluchtkreia mit dem Distanzkreise zu- 
sammen, da in diesem Falle etga=l, also p = d ist. 

§ !)■ 

Dai'steUimg' und liestimmiiiig' eines Punktes mittels elnei' 

durch denselben geführten Hilfsgeraden. 

Es sei P [Fig. 9, Taf. I] ein Punkt im Räume und L irgend 
eine denselben enthaltende Gerade; ferner seien d der Bildfläch- 
durehstüsspunkt und V der Fluchtpunkt dieser Geraden, Da die 
Centralprojektion I der Geraden L der geometrische Ort der Cen- 
tralprojektionen aller Punkte von L ist, so ist klar, dass die Cen- 
tralprojektion p des Punktes P in der Centralprojektion I der Ge- 
raden L liegen muss. 

Es ist nun leicht darzuthuu, dass durch p und die Haupt- 
punkte d und V die Lage des Punktes P vollkommen bestimmt ist; 
denn der die Centralprojektion p liefernde Punkt P muss sowohl 
in dem durch p und (C) geführten Projektionsstrahle, als auch 
in der durch d und v bestimmten Geraden L, also im Schnitte 
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Ein Punkt im EauiUB ist demnach ceatralprojekti- 
Yisch dargestellt und bestimmt, weun ausser seiner Central- 
projektion noch die Ceutralprojektion (d. i. die Hauptpunkte d und V) 
irgend einer durch ihn geführten Hilfsgeradeu als gegeben vorliegt. 

Eine solche Hilfsgerade, welche zur ceiitralprojektivisehen 
Darstellung eines Eaumpunktes dient, wii^d ein „Träger" dieses 
Punktes genannt. 

Wählt man als Träger für einen Punkt die durch ihn senk- 
recht zur Bildebene geführte Gerade, deren Fluchtpunkt be- 
kanntlich mit dem Hauptpunkte A zusammenfällt, so wird der 
Durchatosspunkt d dieser Geraden gleichzeitig die orthogonale 
Projektion des Baumpunkies P auf die Bildebene vorstellen. 

Es folgt also, daas ein Punkt im Baume speziell auch durch 
seine centrale und seine orthogonale Projektion auf die 
Bildebene gegeben ist. Selbstverständlich müssen diese beiden 
Projektionen stets in einer durch den Hauptpunkt gehenden 
Geraden liegen, 

§ 10. 

Pie ParaUelebcnen zur Bildebene, und. die Centralprojelt- 

tioneii versc]iied(;ner Pimltte einer uüd derselben (geraden. 

Sei wieder BE [Fig. 10, Taf. I] die Bildebene, (C) das Projek- 
tionscentruni, A der Hauptpunkt. 

Denken wir uns durch (C) eine Ebene PEj parallel zur Bild- 
ebene gelegt, und weiter eine zweite zur Bildebene parallele Ebene 
PEj so geführt, dass dieselbe mit PE^ symmetrisch gegen die Biid- 
ebeue BE, d. h. ebenso weit hinter der Bildebene, als PE^ vor 
der Bildebene, liegt. 

Die Ebene PEj bezeichnen wir als die „vordere" oder „erste 
Paralleleiene" oder „Spurebene" und die Ebene PE^ als die „rück- 
wa/rtige" oder „zweite Parallelebene" oder „zweite Spurebene". 

Um die Bedeutung dieser Paralleiebenen kennen zu lernen, 
stellen wir irgend eine Gerade L centralprojektivisch dar. Diese 
Gerade L treffe die Bildebene BE in ihrem Durch stosspuukte d 
und die beiden Parallelebenen PEj und PE^ beziehungsweise in 
den Punkten U und M, wobei, wie von selbst einleuchtend, dU =^ dM 
ist. Ferner sei Cv der Fluehtstrahl der Geraden L, v der ent- 
sprechende Fluchtpunkt, d.i. das Bild des unendhch fernen Punktes 
der hinter die Bildebene sich erstreckenden Geraden, und mithin 
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die Verbindungsg Grade i von d niid v die Ceiitralprojektion der 
Geraden L. 

Die Gerade L und der Fluditstratl Cv sind selbstverständKeli 
zu einander parallel, und die durch L und Cv gelegte centralpraji- 
aierende Ebene schneidet die beiden parallelen Ebenen BE und PEj 
in den parallelen Geraden I = dv nud CU. Hieraus folgt, dass CvdU 
ein Parallelogramm, und mithin CU = tfv, Cv ^ dU ist. 

Die Strecke dv der Centralprojektion I, welche von den Haupt- 
punkten d und V begrenzt wird, heisst die „BilMänge" der Ge- 
raden L, nnd der Punkt U, in welchem L die Ebene PEj trifft, 
der „Spurptmkt" oder der „zweite Gegenpunkt" der Geraden L. 

Da, wie oben gezeigt wurde, CU stets parallel und gleich dv 
ist, so lassen sich unmittelbar folgende Eigenschaften aussprechen: 

„Zwei gerade Linien, welche entweder einen gemeinschaftlichen 
Spurpunkt besitzen, oder deren Spurpunkte aymmdrisch gegen das 
Projektionscentrum liegen, besitzen parallele Bilder und gleiche Bild- 
längen. Im ersteren Falle sind die Bildlängen gleichsinnig ge- 
richtet, d. h. die Verbindungsgerade der Durchstosspunkte ist por 
raUd zu jener der Fluchtpunkte; im zweiten Falle sind die Bild- 



„Die Bildlänge einer Geraden ist stets gleich der Entfernung 
ihres Spurpunktes von dem Projektionscentrum. Gerade Linien, 
deren Spurpunkte auf der Peripherie eines Kreises (Spurkreis) liegen, 
dessen Mittelpunkt das Projektionscentrum ist, besitzen sämtlich Bild- 
längen, welche dem Radius jenes Kreises gleich sind." 

Weitere Eigenschaften ergeben sich aus der Betrachtung der 
einzelnen Punkte von L und ihrer Centralprojektionen. 

Bin besonders ausgezeichneter Punkt ist in dieser Beziehung 
der Spurpunkt U der Geraden L. Nachdem nämlieh der dem Punkte U 
entsprechende Projektionsstrahl C U parallel zur Centralprojektion I 
ist, so trifft er die letztere erst in unendlicher Entfernung, d. h. 
die Centralprojektion U« des Spurpunktes einer Geraden ist der 
unendlich ferne Punkt der Centralprojektion dieser Geraden. 

Ein weiterer charakteristischer Punkt der Geraden L, dessen 
Centralprojektion gleichfalls eine gewisse charakteristische Lage 
auf ( besitzt, ist der Schnittpunkt M der Geraden mit der rück- 
wärtigen Parallelebene PE^. Seine Centralprojektion m erhalten 
wir bekanntlich im Schnitte von CM und I. Nachdem dU = Cv 
und dU = dM, so ist auch dM ^ Cv und die Dreiecke Cvm und 
Mdm sind deshalb kongruent, woraus folgt, dass vm = dm sei, 
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d, h. die Centralprojektion m des PunUes M in welchem eine Gerade L 
die rüchwärtige Parallel- oder Spurebene PE^ schneidet, halbiert die 
Bildlänge Av dieser Geraden. 

Die ausgezeichneten Punkte der Centralprojektion einer Ge- 
raden bieten überdies aucli ein Hilfsmittel zur Orientierung über 
die Lage anderer durch ihre Centralprojektion en gegebenen Punkte 
dieser Geraden. 

Durch blosse ■ Anschauung ergeben sich weiter folgende Be- 
aiehungen. Jedem Punlrte Aj der Geraden L, welcher sich hinter 
der Bildebene befindet, entspricht eine Centralprojektion a^, 
welche zwischen dem Durchstosspunkt d und dem Fluchtpunkt v 
der Geraden L liegt. Je nachdem A^ zwischen der Bildebene BE 
lind der rückwärtigen Parallelebene PEg oder aber hinter der letz- 
teren liegt, wird seine Centralprojektion aj dem Durchatosspunkte ü 
oder aber dem Fluchtpunkte v naher liegen. 

Jeder Punkt Aj der Geraden L, welcher sich zwischen der 
Bildebene BE und der vorderen Parallelebene PEj befindet, 
hat seine Centralprojektion a^ ausserhalb dv uud zwar auf der 
Seite des Durchstosspunktes d. 

Endlich liegen die Ceutralprojektiouen Sg aller Puukte A^ 
von L, welche sich vor der ersten Parallelebene oder der vor- 
deren Spurebene PE^ befinden, ausserhalb der Strecke dv und zwar 
auf der Seite des Fluchtpunktes v. 

§ 11. 
IHe Beziehung einer Ebene gegen die beiden Parallclebenen. 

Sei wieder BE [Fig. U, Taf. I] die Bildebene, PE^ die erste 
und PEg die zweite Parallelebene, Ferner sei E eine beliebige 
gegen die Bildebene geneigte Ebene und stelle Eb deren Bildfläch- 
trace vor, während VE die entsprechende Pluchtebene und Ev die 
Fluchtti'ace derselben repräsentiere. Ausserdem schneidet die Flucht- 
ebene VE die vordere Spurebene PE^ in einer durch das Projek- 
tionecentrum C gehenden Geraden Ec, während die Ebene E selbst 
die vordere Spurebene in einer Geraden £« trifft, welche man die 
„Spurgerade" oder auch die „zweite Gegenaxe" der Ebene E nennt. 

Weiter wird auch die rückwärtige Parallelebene PEg von 
der Ebene E in einer Geraden E^, geschnitten, welcher Schnitt- 
geraden wir jedoch für den Augenblick keine Aufmerksamkeit zu- 
wenden wollen. 
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Die beiden Faaro E und VE; BE und PE^ paralleler Ebenen 
bilden ein parallelopipedisches Prisma, dessen vier Kanten die Et, 
E,, Eo und Es sind. Wie bei Jedem derartigen Prisma, eo ist auch 
hier der Abstand der Kanten Eb und Es gleich dem Abstand der 
Kanten E, und Ec, und der Abstand der Kanten Ey und Eb gleich 
dem Abstände der Kanten Ec und Es, oder, da Ec das Projektiona- 
centrum C enthält, gleich dem Abstände des letzteren von der 
Spurlinie E^. 

Den Abstand der beiden Tracen E, und Ej, einer Ebene 
pflegt man die „Bildbreite" dieser E^bene zn nennen. 

Gleichzeitig ist zu ersehen, dasa die Bildflächtrace Ei, auf die 
Fluchttraee Ey in demselben Sinne folgt, wie die Spurtrace Es auf 
die Gerade Ec oder auf das Projektionseentrnm C. Es ergeben 
sich mithin nachstehende, aus deu eben gefundenen Eigenschaften 
unmittelbar folgende Sätze: 

„Die Bildbreite einer Ebene ist gleich dem Abstand des Pro- 
jehUonscentrums von der Spurgeraden dieser Ebene. 

Zwei Ebenen besitzen parallele Tracen und gleiche Bildbreiten, 
sobald ihre Spurgeraden entweder gusammenfallen. od^ symmetrisch 
in bessug auf das Projektionscentrum als SymmetriepunH liegen. 
Im ersteren Falle folgen Bildflächtrace tmd Fluchttrace beider Ebe- 
nen in gleichem, im zweiten FaUe dagegen in entgegengesetztem Sinne 
aufeinander. 

Sämtliche Ebenen, deren Spurgeraden einen imd densdben Kreis 
mit dem Projektionscentrum als Mittelpunkt berühren, fiesjfeew Bild- 
breiten, welche dem Radius dieses Kreises gleich sind." 

Durch blosse Anschauung findet man auch weiter ohne jed- 
wede Schwierigkeit, dass die Centralprojektion eines der 
Ebene E angehörenden Punktes zwischen den Traeen E, 
und Eb oder ausserhalb derselben auf der Seite von Eb, oder 
endlich ausserhalb und auf der Seite von E, liegt, je nachdem der 
Punkt selbst sich entweder hinter der Bildebene, oder zwischen 
der Bildebene und der vorderen Parallelebene, oder endlich vor 
der letzteren befindet. 
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II. Kapitel. 

Die fundii,mentalsten Beziehungen zwischen 

Punkten, Geraden und Ebenen, nnd hierauf 

bezügliche Konstruktionen. 

§ 12. 

CciitraIi)rojcli;tiriseIiß8 Kritcrinm für die Lage einer Geraden 

in einer Ebene. 

In dem Vorhergegangenen wurde gezeigt, dass eine Gerade 
durch den „Durehstosapunkt und Fluchtpunkt", eine Ebene 
durch die „Bildfläehtrace und Fluchttraee", und ein Punkt 
durch eine ihm als „Träger" unterlegte Gerade und dnrcii seine 
„Centralprojektion" vollständig gegeben ist. 

Unsere nächste Aufgabe besteht nun darin, zn untersuchen, 
welche Beziehungen zwischen den Elementen, welche Punkt, 
Gerade und Ebene bestimmen, herrschen, sobald unter den letzteren 
selbst irgend eine gegenseitige Beziehung stattfindet. 

Als einfachster Fall ist hier der anzusehen, wenn eine cen- 
tralprojektivisch durch ,,Durchstosspunkt und Fluchtpunkt" dar- 
gestellte Gerade L in einer gegebenen, durch ,, Bildfläehtrace 
imd Fluchttraee" dargestellten Ebene E liegen solL 

Die Bildfläehtrace Eb der Ebene E [Fig. 12, Taf. I] ist der 
Ort jener Punkte, welche der Ebene E und der Bildebene gemein- 
schafthch sind. Die Gerade L soll in der Ebene E hegen; ihr 
Durch stossp unkt d muss sich daher, als ein der Ebene E und 
der Bildebene angehörender Punkt, in der Bildfläehtrace Eb 
befinden. 

Andrerseits liegt auch der unendlich ferne Punkt der 
Geraden L in der nnendhch fernen Geraden der Ebene E; es ist 
mithin notwendigerweise die Centralprojektion dieses unendlich 
fernen Punktes, d. i. der Fluchtpunkt v der Geraden L ein 
Punkt der Centralprojektion der unendlich fernen Geraden der 
Ebene E, oder mit anderen Worten ein Punkt der Flucht- 
traee E, dieser Ebene. 

Dieses Kriterium ergibt mimittelbar die Lösung der folgenden 
fiindamentalen Aufgaben. 
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§ 13. 
1. Aufgabe: Diii'cli eliie Gerade ist eine El)eiie zu legen. 

Es seien wieder d und v [Fig. 12, Taf. I] bezieliuugsweise der 
Durelistosspuiikt und der Fluchtpunkt der gegebenen Geraden. Da 
für die Lage der zu führenden Ebene keine weiteren Bedingungen 
vorliegen, wird man bloss durch d eine beliebige Gerade En zu 
ziehen haben, um durch dieselbe die Bildflächtraee einer der mög- 
lichen durch dv gehenden Ebenen repräsentiert zu erhalten. Führt 
man weiter durch v eine zu Eb parallele Gerade E, so wird schon 
durch die letztere die zugehörige Fluchttraee einer Ebene E und 
daher durch Ei, und E„ eine der verlangten Ebenen dargestellt er- 
scheinen. 

Wie selbstverständlich, ist diese Aufgabe in der gestellten 
Form unbestimmt, da die Wahl der Richtung der Tracen voll- 
kommen frei steht; es gibt somit diesfalls unendlich viele Lö- 
sungen d. i. unendlich viele Ebenen, die sich durch dv legen Ifiasen 
und der Bedingung der Aufgabe genügen. Bestimmt ist hingegen 
die folgende mit der soeben besprochenen, verwandte Aufgabe. 



2. Aufgabe: Es ist die orthogonale Projektion einer ge- 
gebenen Geraden auf die Bildeltenc zu bestimmen. 

Sei wieder dv [Fig. 12, Taf. I] die gegebene Gerade und A 
der Hauptpunkt. Die orthogonale Projektion der Geraden dv 
auf die Bildebene ist der Schnitt der letzteren mit der durch dv 
senkrecht zur Bildebene gelegten Ebene. 

Nach früherem (§ 8) wissen wir bereits, dass die Fluchttraee 
einer zur Bildebene senkrechten Ebene, oder mit anderen Worten: 
die Fluchttraee einer „hüdflächprojisierendm Ebene" durch den 
Hauptpunkt geht. 

Soll nun die betreffende Ebene auch die Gerade dv enthalten, 
so muss ihre Fluchttraee nebstbei durch den gegebenen Flucht- 
punkt V gehen, und erscheint somit als Verbindungsgerade P, der 
Punkte A und V dargestellt. 

Die Bildflächtraee Pj, derselben, welche gleichzeitig auch 
als Schnitt der durch dv gelegten bildflächprojizierenden Ebene 
mit der Bildebene, die verlangte Orthogonalprojektion Ip 
der Geraden dv darstellt resp. enthält, ist die durch d zu P, ge- 
führte Parallele Pb. 
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§ 15- 

lülterltini im- die Parallellage einer Oeradcii und einer 

Ebene. 

Seien Ev und Eh die Fluehttraee resp. Bildflaclitrace irgend 
einer Ebene E. 

Eine Gerade I wird zu der Ebene E parallel sein, wenn 
man in E eine (eigentlich unenendlich viele) Gerade I' ziehen kann, 
die zu ! parallel ist. Nun muss einerseits, wenn I' in der Ebene E 
liegt, der Fluchtpunkt v von I' in der Fluehttraee von E d. i. in 
E, hegen, andrerseits muss dieser Fluchtpunkt v aber auch, da I' 
zu I parallel sein aolt, mit dem Fluchtpunkte von I zusammenfallen. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar das Kennzeichen für die 
Parallelität von I und E. Es wird uämlieh der Fluchtpunkt 
von I in der Fluehttraee E, von E liegen müssen. Die Lage 
des Durchstosspunktes von I in bezug auf die Bildflächtraee E), ist 
selbstverständlich gleichgültig resp. Yon Eb unabhängig, 

§ 16. 

3. Aufgabe: Durch eine gegebene (Serade ist eine Ebene zu 

legen, welebe zu eluer zweiten gegebenen Geraden 

parallel ist 

Die Ebene E [Fig. 13, Taf. 1] soll durch die Gerade 1^ pa- 
rallel zur Geraden K^' gelegt werden. 

Die Fluehttraee E« der zu bestimmenden Ebene muss (den in 
§ 12 und 15 aufgestellten Kriterien gemäss) offenbar durch die 
beiden Fluchtpunkte V und V( geben, nud wird sieh mithin als 
Verbindungsgerade vv, derselben darstellen. 

Die Bildflächtraee Eb geht (nach § 12) durch d und ist pa- 
rallel zu Ey oder Wj, womit die Aufgabe gelöst erseheint. 



4. Aufgabe: Durch eine Gerade ist eine Ebene zu legen, 

ivelche mit der Bildebene einen gegebenen Winkel 

einschliefst. 

Sei dv [Fig. 14, Taf. I] die gegebene Gerade, A der Haupt- 
punkt und AC die Distanz. Die zu suchende Ebene E soll durch dv 
gehen und mit der Bildebene den gegebenen Winkel k einschliessen. 



y Google 



Die Fbchttrace Ev dev zu bestimmenden Ebene E ist dater 
zwei Bedingungen nuterworfen. Dieselbe muss nämlich einerseits 
durch den Fluchtpunkt v der Geraden 1^ geben (§ 12) und anderer- 
seits (nach § 8) einen Kreis K^ berühren, welcher den dem Win- 
kel a entsprechenden Flucbtkreis repräsentiert, d. h. als Tangente 
an jenen KreiS erseheinen, welcher den Hauptpunkt A zum Mittel- 
punkt hat und einen Hadius Atp besitzt, welcher sich als Kathete 
eines rechtwinkligen Dreieckes AC9 ergibt, in welchem die andere 
Kathete der Distanz AC, und der derselben gegenüberliegende 
Winkel AcpC dem gegebenen Winkel a gleich ist. 

An diesen Kreis lassen sich von V aus zwei Tangenten E, und 
El ziehen, deren jede die Pluchttraee einer der Aufgabe ent- 
sprechenden Ebene dai^tellt. Die zugehörigen Bildfläch- 
tracen En resp. E'b erhält man einfach als die Parallelen durch d 
zu Ev resp. El. Es lässt also die Aufgabe im vorliegenden Falle 
zwei Lösungen zu. 

Wie leicht einzusehen ist die gestellte Aufgabe nicht unter 
allen Umständen eine mögliche. 

Fällt nämlich der Fluchtpunkt V von I innerhalb dos be- 
sagten Fluchtkreises, so lässt sich keine Tangente an denselben 
führen, folglich auch keine den Bedingungen der Aufgabe ent- 
sprechende Pluchttraee, resp. Ebene finden. Fällt v in die Pe- 
ripherie des genannten Kreises so gibt es auch nur eine der 
Aufgabe genügende Ebene. Kommt V, wie in unserem Beispiele, 
ausserhalb des bezeichneten Fluchtkreises zu liegen, so ergeben 
sich zwei Ebenen. 

Im ersteren Falle ist der Neigungswinkel a der durch !^ zu 
führenden Ebene kleiner als jener w der Geraden I gegen die 
Bildebene; im zweiten Falle ist ^ a := ^ «; im diitten Falle da- 
gegen ist ^a.~> ^M. Es darf also, falls die gestellte Aufgabe 
möglich sein soll, der Neigungswinkel a der durch 1 zu legenden 
Ebene gegen die Bildebene BE nicht Ideiner sein, als jener der 
gegebenen Geraden i gegen dieselbe Ebene BE. 

§ 18. 

5. Aufgabe: In einer gcgcltenen El)cn« Ist durch einen Punkt 

eine Gci-ade zu ziehen, welche mit der Blldehene einen 

gegebenen Winkel eii^chliesst. 

Sei E„Eb [Fig. 15, Taf. I] die gegebene Ebene, p die Central- 
projektion desjenigen Punktes iu derselben, durch welchen dii; 
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verlangte Gerade geführt wertleu soll; ferner sei A der Haupt- 
punkt, AC die Distanz uud a der gegebene Winkel. 

Der Fluchtpunkt der zu bestimmenden Geraden niuss (nach 
§ 12) einerseits in der Plnehttrace Ev, andererseils aber auch (nach 
§ 6) auf dem, dem Winkel a entsprechenden Pluchtkreise K« liegen. 

Konstruiert man daher den Kreis Ka in derselben Weise wie 
in der vorhergehenden Aufgabe, vermittels des rechtwinkligen 
Dreieckes ACK, so ergeben sich in seinem Schnitte mit E« zwei 
Punkte V und v,, von welchen jeder als Fluchtpunkt einer der 
Aufgabe entsprechenden Geraden gelten kann. Die Centralpro- 
jektionen dieser Geraden ergeben sich sodann als die Verbindungs- 
geraden vpundv^p, deren zugehörige Dur chstossp unkte d und dj 
im Schnitte von E|, mit vp rosp. v^p erhalten werden. 

Je nachdem die Entfernung der Fluchttrace E« vom Haupt- 
punkte A kleiuer oder grösser ist als der Radius des Ki'eises K«, 
d. h. je nachdem (im Sinne der §§ 6 und 8) der Neigungswinkel 
der Ebene E gegen die Bildebene grösser oder Meiner ist als 
der Winkel a, gibt es entweder zwei reelle oder zwei imaginäre 
Punkte V und v^, mithin auch zwei reelle oder imaginäre der Auf- 
gabe entsprechende Geraden, 

Wenn insbesondere die Bildflächneigung der Ebene E dem 
Winkel a gleich ist, so berührt der Pluchtkreis K(, die Flucht^ 
trace E,, und die beiden der Aufgabe entsprechenden Geraden 
fallen in eine einzige zusammen, deren Fluchtpunkt der Be- 
rührungs 



§ 19. 

Kriterium für zwei sieli schneidcndo Geraden. 

Wenn zwei Geraden dv und d^Vj sieh in einem Punkte p 
schneiden, so kann bekanntlich durch dieselben eine Ebene gelegt 
werden. Nach § 12 muss die Fluchttrac^ E, dieser Ebene die bei- 
den Fluchtpunkte v und Vj^ enthalten, mitbin durch die Verbin- 
dungsgerade Ev der letzteren dargestellt sein, während man in 
gleicher Weise die Bildfläehtrace Eb als die Verbinduogsgerade der 
Durchstosspunkte d und dj erhalten wird. Nachdem aber die bei- 
den Tracen einer Ebene (§ 7) notwendig zu einander parallel 
sein müssen, so folgt, dass zwei centralprojektiviscb darge- 
stellte G.eraden vd und V^dj sich nur dann schneiden, 
wenn die Verbindungsgerade ihrer Durchstosspunkte d 
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und d^ au der Verbindungsgsgeraden ihrer Fluchtpunkte 
V und v^ parallel ist. Diese VerbJBdungsgeraden dcli = Ej, und 
vv^^^Ev repräsentieren sodann beziehungsweise die Bildfläch- und 
Fluchttrace der durch die beiden schneidenden Geraden ge- 
legten Ebene. 

Hierbei kann nicht unerwähnt gelassen werden, dass sieh der 
Schnittpunkt p der ceutralprojcktivisch gegebeneu Geraden l=dv 
und ljZ=diV, entweder a) zwischen der Biklfläeh- und Flucht- 
trace, b) in der Bildflächtrace dd = Eb, c) in der Flucht- 
trace VVj = Ev, d) ausserhalb der genannten Tracen auf der 
Seite der Bildflächtrace Eb, e) ausserhalb E, «nd Eb auf der 
Seite der Fluchttrace E, ergeben könne, oder f) in unend- 
liche Ferne falle d. h, dass die ceutralprojekti vi sehen Bilder I = vd 
nnd li^^Vjdj zu einander parallel sind uniä, als von £y und Eb 
eingeschlossen, gleiche Bildlängen besitzen. 

Auf Grund des Vorausgeschickten ist an iind für sich klar, 
dass im ersten Falle (a) der Schnittpunkt P der Geraden L und Lj 
im Baume hinter der Bildebene in endlicher Entfernung liege; 
dass im zweiten Falle (b) der Schnitt P von L und Lj in der Bild- 
ebene erfolge; dass im dritten Falle (c) der Schnittpunkt P im 
unendlichen zu suchen sei, dass also L zu L^ parallel laufe; dass 
ferner im vierten Falle (d) der den beiden Geraden L und L^ ge- 
meinschaftliche Punkt P zwischen der Bildebene BE und der 
vorderen Spnrebene PE^ liege; dass weiter im fünften Falle (e) 
der Schnittpunkt P von L und L, vor der Bildebene und vor 
der vorderen Spurebene PE^ sich ergebe und dass endlich im 
sechsten Falle (f) der Schnitt P von L und Lj in der vorderen 
Spnrebene PE^ selbst erfolge. 

Sind nämlich I, Ij, f^ . . . die untereinander parallelen 
Centralprojektionen von den Geraden L, L^, Lj . . . im Baume; 
V, V,, Vg . . . die Fluchtpunkte und d, d,, dg . . , die Durch- 
stosspunkte derselben; sind ferner d, d^, dg . . . und v, v^, v^ . . . 
zwischen zwei zu einander parallelen Geraden Eb und Ev enthalten, 
so werden die diesen Bildern vd, v^dj, v^d^ . . . entsprechenden 
Geraden im Räume selbstverständlich nicht auch parallel sein 
können, weil sie verschiedene Fluchtpunkte haben; dieselben müssen 
sich daher, da sie sämtlich in einer und derselben Ebene E liegen, 
schneiden. Es fragt sich nun um den Ort des Schnitt- 
punktes der Geraden L, Lj, L^ . . . . 

Denken wir uns zu diesem Behufe durch das Centrum C und 
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durch die centralprojekti vi sehen Bilder I, Ij, 1^ . - . der Gera^ieii 
L, Lj, L^ ... im Räume, welch erstere als die Centralprojektionea 
der letzteren in der Bildebene liegen, Ebenen gelegt, so werden 
sich diese offenbar in einer Geraden G scbueiden, welche durch 
das Centrum C geht und zu den Bildern I, l^, Ig ... , also auch 
zur Bildebene parallel ist. In dieser Geraden G, welche somit der 
vorderen Spurebene angehört, muss demnach der gemeinschaftliche 
Schnittpunkt der den Bildern I, Ij, Ig . . . entsprechenden Geraden 
L, L^, L^ . . . liegen. Der besagte Schnittpunkt befindet sich aber 
auch in der den gegebenen Geraden L, Lj, L^ . . . entsprechenden 
Ebene E, folglich im Schnitte der letzteren mit der in der vorderen 
Spurebene PEi liegenden Geraden G. Hieraus folgt der Satz: 

„Geraden, die in einer und derselben Ebene EbE, liegen und 
parallele centrale Projektionen haben ohne jedoch zur Bildebene selbst 
parallel zu sein, schneiden sich in einem Punkte der vorderen Spur- 
ebene. Die Entfernung dieses Schnittpunktes von der Bildebene ist 
somit der Distanz gleich." 

§ 20. 

6. Aufgabe: Iturch einen gegel)enen Punkt ist eine Gerade 

parallel zu einer gegel)cnen Geraden zu ziehen. 

Der gegebene Punkt sei durch seine Ceutralprojektion p auf 
dem Träger 8(p [Fig. 16, Taf. I] dargestellt. Durch denselben soll 
eine Gerade parallel au der gegebeneu Geraden dv gezogen werden. 

Vor allem ist bekannt, dass parallele Geraden einen geniein- 
scbaftlicben Fluchtpunkt besitzen, dass also V gleichzeitig auch 
der Fluchtpunkt der zu suchenden Geraden sein wird. Die Ceu- 
tralprojektion der letzteren ist mithin die Verbind ungs gerade vp, 
Behufs ihrer eentralprojektivischen Bestimmung erübrigt nur noch 
die Feststellung ihres Durchstosspunktes. Zu diesem Zwecke be- 
rücksichtigen wir, dass die gesuchte Gerade und der Träger S<p 
den Punkt p gemein haben und daher, als zwei in p sich schnei- 
dende Geraden, in einer und derselben Ebene liegen, deren Flucht- 
trace (nach § 19) die Verbindungsgerade hv der Fluchtpunkte V 
und 9, und deren Bildflächtrace die Parallele hb durch 6 zu hv ist. 
Im Schnitte dj von hb mit der Geraden vp erhalten wir den Durch- 
nlct der letzteren. 
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7. Aufgabe: Es ist die orthogonale Bildfläeliprojektion eines 

centralprojelitiyiseli gegebenen Punktes zu 
feestimmen. 

Die gestellte Aufgabe ist mit der vorhergehenden ühereiii- 
stimmeiid, nur tritt an die Stelle des im vorigen Falle allgemeiu 
liegenden Plochtpunktes V insbesondere der Hauptpunkt A, da 
dieser (§ 6) den Fluchtpunkt aller zur Bildebene senkrechten Ge- 
raden repräsentiert. 

Ersetzt mau daher den Träger des gegebenen Punktes p dnreli 
einen zur Bildebene senkrechten, d. h, durch einen solchen, 
dessen Fluchtpunkt der Hauptpunkt A ist, so wird der Biid- 
flächdiirchstosspunkt p' dieses neuen Trägers Ap die gesuchte 
Orthogonalprojektion vorstellen. 

§22. 

8. Aufgabe: Durch eincu Punkt ist eine Eheiie parallel zu 

einer gegebenen Ebene zu legen. 

Der gegebene Punkt sei p [Fig. 17, Taf. I]; §9 sei dessen 
Träger, und e, Bu die gegebene Ebene. 

Da, wie wir bereits wissen, parallele Ebenen eine ge- 
meinschaftliehe Fluchttrace besitzen, so wird im vorliegen- 
den Falle die Fluchttrace e, der gegebenen Ebene e,eb zugleich 
die Fluchttrace £, der zu konstruierenden Ebene E, Eb repräsen- 
tieren. 

Die Bildflachtrace Eb der letzteren wird, da sie parallel zu 
Ev sein mus'5, bestimmt sein, sobald wir einen Punkt derselben 
kennen Em solcbei Punkt kann leicht, wie folgt, gefunden werden. 
Wie vorausgesetzt, soll die zu suchende Ebene den Punkt p ent- 
halten Verbmden wir demnach p mit einem beliebigen Punkte V 
der Pluehtttace E,, so erhalten wir die Centralprojektion einer in 
der Ebene E, Eb liegenden Geraden. Diese Gerade I und der Träger 
8^ haben aber den Punkt p gemein; wir können sonach den Durch- 
stosspankt d der ersteren {wie in Aufgabe 6) mittels der durch I 
und S9 gelegten Hilfsebene h, hb bestimmen. Die Bildflachtrace 
Eb der gesuchten Ebene ist nun die durch dl parallel zu Eu ge- 
führte Gerade. 
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§ 23. 

9. Aufgabe: Durch einen Punkt und eine Gerade ist eine 

Ebene zu legen. 

Der Punkt p ist auf dem Träger Stp [Fig. 18, Taf. I] gegeben; 
die gegebene Gerade sei dv. 

Die Bildfläch- und die Fluebttrace der zu besti min enden Ebene 
E gehen durch d resp. V, und werden sofort vollständig bekannt 
sein, sobald noch ein zweiter Punkt dj oder Vj der bezüglichen 
Tracen angegeben werden kann. Ein solcher Punkt wird leicht 
folgen derm aasen erhalten. 

Da die Ebene E ausser der Geraden dv auch den Punkt p 
entbalton soll, so wird dieselbe auch alle jene Geraden enthalten, 
welche den Punkt p mit den einzelneu Punkten der Geraden dv 
verbinden. 

Anstatt aber eine beliebige dieser Geraden zur Konstruktion 
7.U verwenden, werden wir, um die Ausfiilirung möglichst einfach 
zu gestalten, eine besondere Hilfsgerade benützen. Hierzu eignen 
sich in gleicher Weise die Gerade, welche durch p parallel /u 
dv läuft und jene Gerade, welche d mit p verbindet. 

Wir wollen von der ersteren Gebrauch machen, d. h. wir 
werden (wie in Aufgabe 6 gezeigt wurde) den Träger 5 9 durch 
die zu dv parallele Gerade d^v ersetzen. 

Die durch dv und A^^V gelegte Ebene Eu En enthält sodann 
selbstverständlich auch den gegebenen Punkt p und repräsentiert 
somit die gesuchte Ebeue. 

§ 24. 

10. Aufgabe: Zwei Punkte sind durch ihre Centralprojek- 

tlonen auf zwei Trägern gegeben; es soll die Yerhindungs- 

gerade derselben konstruiert werden. 

Seien pj und p^ [Fig. 19, Taf. 1] die Centralprojektionen der 
beiden gegebenen Punkte und ^itpi resp. Sg^^ deren Träger, 

Die Centralprojektion der zu suchenden Geraden ergibt sich 
unmittelbar als die Verbindungsgerade I der Punkte Pj und Pg, 
und es erübrigt, behufs centralprojektivi scher Darstellung von I, 
noch den Durcbatosspunkt (f and den Fluchtpunkt v dieser 
Geraden l.zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke wird es bloss darauf ankommen, irgend 
eine durch die Gerade I gehende Ebene zu konstruieren. Als solche 
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kann offenbar jene Ebene, welche den Punkt p^ und den Träger 
8293, oder aneh die Ebene, welclie den Punkt p^ und deu Träger 
^i?! enthält, gelten. Wählen wir die letztere Ebene — e^Sb — ■, 
so wird dieselbe (nach Aufgabe 9) konstrniert, indem man zuerst 
den Träger h^ff^ des Punktes p^ durch den zu S^^i parallelen 
Träger h\(f^ ersetzt, nnd hieranf dui'ch S'i^i und 8-,!pj die Ebene 
CvCh legt. 

Diese Ebene enthält die beiden Punkte Pj und p^, mithin 
aneh deren Yerbindungsgerade I, so dass sich die Hauptpunkte d 
und V der letzteren im Schnitte mit den Tracen ei, resp. e, ergeben, 

§ 25. 

11. Aufgabe: Durch drei Punkte, welche auf verschiedenen 

Trägern liegen, Ist eine Ehene za legen. 

Seien Pj, p^ und Pg [Fig. 20, Taf. I] die drei gegebenen Punkte, 
und 8,9,, Ss9a, ^a^g deren Träger. 

Die gesuchte Ebene wird offenbar auch die drei Geradon ent- 
halten, welche die gegebenen drei Punkte paarweise verbinden. 
Dies zu Grunde gelegt, ist auch das Mittel für die Konstruktion 
beziehungsweise Darstellung der verlangten Ebene gefandeu. 

Wir werden nämlich zuerst die Verbindungsgerade irgend 
zweier der drei gegebenen Punkte, beispielsweise etwa die Ver- 
bindungsgerade dv von p, und p^ (nach der in Aufgabe 10 aus- 
einander gesetzten Methode) ermitteln, und hierauf durch diese Ge- 
rade dv nnd durch den Punkt pg (Aufgabe 9) die Ebene E„Eb führen. 

§26. 

12. Aufgabe: Es ist die Schnittgerade zweier gegebenen 

Ebenen zu konsti-uieren. 

Seien E; EJ und Ev'Eg [Fig. 21, Taf. I] die beiden gegebenen 
Ebenen, Die zu suchende Schnittgerade A ist jene, welche den 
beiden gegebenen Ebenen gleichzeitig angehört. Der 
Fluchtpunkt derselben muss daher sowohl in der Pluchttrace £i- 
der einen Ebene, als auch in der Pluchttrace Ey der anderen Ebene 
liegen, kaiiu mithin nur der Schnittpunkt V der beiden letzteren 
sein. Ebenso muss der Dnrehstosspunkt der Schnittgeraden, als 
beiden Ebenen gemeinschaftlich, auch beiden Bildflächtracen an- 
gehören, kann also nur durch den Schnittpunkt d derselben re- 
präsentiert erscheinen. Es wird somit dv die Centralprojektion 
der gesuchten Schnittlinie A darstellen. 

Eeaclika, Freie PerspeMlve. 3 
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13. Aufgabe: Es ist der Sclinittpunlit einer gcgelieiieii Oe- 

raden mit einer gegebenen Ebene zu konstruieren. 

Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene ist offenbar 
jener Punkt, welcher sowohl der Geraden, als aueii der Ebene 
gleichzeitig angehört. 

Legt man demnach durch die gegebene Gerade 1^ [Fig. 22, 
Taf. I] irgend eine Hilfsebene F, Fb und bestimmt ihren Durch- 
schnitt djV( mit der gegebenen Ebene El Eb, so ist klar, dass der- 
jenige Funkt, in welchem die eben aufgefundene Schnittlinie v^dj 
die gegebene Gerade vd trifft, den verlangten Schnittpunkt p an- 
gibt; denn einerseits miisaen die beiden Geraden dv und djV^, als 
in derselben Ebene F, Fb liegend, notwendig einen Punkt p gemein 
haben, welcher andrerseits, da diV^ eine Gerade der Ebene E re- 
präsentiert, auch der gegebenen Ebene E, Eb angehört. 

§ 28. 

14. Aufgabe: Dnrcli einen Punkt ist eine Gerade zu legen, 
welche zwei gegebene sieh nictt schneidende Geraden in je 

einem Punkte trifft. 

Der gegebene Punkt sei durch seine Centraiprojektion p [Fig. 23, 
Taf. I] auf dem Träger dv dargestellt. Die beiden gegebenen Ge- 
raden seien ljj|' und Ig^. 

Die zu bestimmende Gerade soll dui-eh p gehen und die beiden 
Geraden djVi und d^v^ schneiden. Die zu ermittelnde Gerade 
wird daher notwendig in jener Ebene e, fib liegen müssen, welche 
durch p und d^V^ geht. Besagte Ebene kann auf Grund der in 
Aufgabe 9 durchgeführten Lösung leicht konstruiert werden. Führt 
man in dieser Ebene e, e» durch den Punkt p eine ganz beliebige 
Gerade, so ist einleuchtend, dass dieselbe notwendig die Gerade 
d^V^ in einem Punkte treffen muss. Nachdem aber die zu be- 
stimmende in eirCb liegende Gerade auch mit der Geraden d^Vg 
einen Punkt gemein haben soll, so ist klar, dass dieser Punkt kein 
anderer sein kann, als der Schnittpunkt Pg dieser Geraden d^v^ 
mit der Ebene C,eb. 

Bestimmen wir daher den eben genannten Schnittpunkt p^ 
(wie in Aufgabe 13 gezeigt wurde) und verbinden wir denselben 



y Google 



mit p, so erhalten wir die verlangte Gerade L, während im 
Schnitt« derselben mit den Tracen e, und ej, deren Flnchtpimfet V 
nnd Durehstosspuukt D sofort gefunden werden. 

§ 29. 

15. Aufgabe: Es sind, di-ei sich nicht schneidende Geraden 

gegeben; man soll einzelne Lagen solcher Geraden ermitteln, 

welche mit jeder der drei gegebenen je einen Pnntt gemein 

haben. 

Erste Methode. Wenn man auf einer der drei gegebenen Ge- 
raden einen beliebigen Punkt wählt uud hierauf nach der vor- 
hergehenden Aufgabe jene G-erade konstruiert, welche durch den 
gewählten Punkt geht und die beiden anderen gegebenen Geraden 
sehneidet, so wiird dieselbe offenbar bereits eine Lage der ge- 
suchten Geraden vorstellen. 

Durch die Wahl beliebiger anderer Punkte auf der einen oder 
der anderen der gegebenen Geraden kann man in gleicher Weise 
willkürlich viele Lagen von der Aufgabe entsprechenden Ge- 
raden bestimmen. 

§ 30. 

Zweite Methode. Wir legen durch eine der drei gegebenen 
Geraden, beispielsweise durch 1,^*, [Fig. 24, Taf. 1], eine beliebige 
Hilfsebene hihjj und bestimmen deren Schnittpunkte cf^ und Sg 
mit den beiden anderen gegebenen Geraden 1^° und 1^°. Die Ver- 
bindungsgerade L der beiden Punkte c^ nnd Sg schneidet nicht 
bloss die Geraden Ig und Ig in den bezeichneten Punkten, sondern 
sie schneidet auch die Gerade l^ in irgend einem Punkte s^, da 
L und [^ in einer und derselben Ebene hvhb liegen. Der Durcb- 
stosspunkt D und der Fluchtpunkt V von L ergeben sich im Schnitte 
der letzteren mit den Tracen h|, und h,. 

Gibt man der durch 1^ gelegten Hilfsebene nach und nach 
verschiedene Lagen, so kann man suecessive, durch einfache 
Wiederholung der eben durchgeführten Konsü'uktiou, beliebig 
viele der Aufgabe entsprechende Geraden ermitteln, 

§ 31. 
Centralprojektivische Darstellung einer zur Bildebene pa- 
rallelen Geraden und einer zur Bildebene parallelen Ebene. 

Wir haben bereits an früherer Stelle (§ 6 und § 8) erwähnt, 
dass gerade Linien und Ebenen, welche zur Bildebene parallel sind, 
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iliie Ih iplpuuktp rtap ilire Tracen in unendlicher Entfernung 
haben <tl^c nach dei allgemeinen Methode nicht darstellbar sind. 

Denken wii uns d e Centralprojektion I einer zur Bildebene 
parallelen (reiaden L d h. den Schnitt I der Bildehene mit der 
durch L gelej,tLn centialprojizierenden Ebene bestimmt, so ist ein- 
leuchtend dass I zu L «selbst parallel sein muss, was übrigens direkt 
auch dai lus hervorgeht, dasa die Centralprojektion 1 und die Ge- 
iai3e L den — die falls unendlich fernen — Bildfläehdurehstoss- 
punkt bezn-hungs weise den im Unendlichen liegenden Fluchtpunkt 
gemein haben 

Um diihei eine zui Bildfläche parallele Gerade L cen- 
tralprojektivisch eindeutig zu bestimmen, wird es genügen 
einen ihrer Punkte p [Fig. 25, Taf. Ij durch seine Centralpro- 
jektion auf einem Träger Scp anzugeben, und die durch p gehende 
Centralprojektion I entsprechend der Geraden L im Eaume anzu- 
nehmen. 

Wenn übrigens eine zur Bildebene parallele Gerade L 
gleichzeitig in einer gegebenen Ebene E,E|i Hegt, wobei 
selbstverständlich sow'ohl die Gerade L, als auch ihre Centralpro- 
jektion I zu den Tracen dieser Ebene parallel sein müssen, so ge- 
nügt die Angabe ihrer Centralprojektion I an und für sich schon 
vollständig zur räumlichen Festlegung derselben. Die Gerade L 
ergibt sich dann sofort im Schnitte der Ebene EyEb mit der durch 
I gehenden ceutralprojizierenden Ebene. 

In gleicher indirekter Weise wird eine zur Bildebene pa- 
ralleleEbene dadurch dargestellt, dassmaji einen ihrer Punkte 
durch seine Centralprojektion und einen seiner Träger 
bestimmt. 

Obwohl es zur Darstellung von zur Bildebene parallelen Ge- 
raden und Ebenen noch andere Mittel gibt, so werden sich denn 
doch die oben angegebenen Bestimmungsstücke, wie wir sofort 
sehen werden, als die einfachsten und natürlichsten herausstellen. 

§32. 

16. Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt und eine zur Bild- 
ebeue parallele Gerade Ist eine Ebene zu legen. 

Der Punkt p [Fig. 26, Taf. I] sei durch den Träger 89; die 
zur Bildebene parallele Gerade durch ihre Centralprojektion I und 
einen ihrer Punkte a auf einem Träger S^cpj gegeben. 
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Zimächst bestimmt man die VerbiniiTingsgerade der beiden 
Punkte p und a sowie ihren Durcbstosspunkt d und ihreii Pluebt- 
puiikt V. 

Da die Gerade dv die gegebene zur Bildebene parallele Ge- 
rade I im Punlüte a sebneidet, so kann dureb I und dv eine Ebene 
E,Eb gelegt werden, welch letztere offenbar schon die der Auf- 
gabe entsprechende Ebene sein wird, da sie nebatbei auch den ge- 
gebeneu auf dv liegenden Punkt p enthält. Die Traeen E, und 
Etj der besagten Ebene gehen selbstverständlich durch V iind d und 
sind zu I parallel. 

§33. 

17. Aufgabe: Es ist der Schnitt einer zur Bildebene parallelen 
Geraden mit einer 1>elieT)igen Ebene zu lionstruieren. 

Die znr Bildebene parallele Gerade ist wieder durch ihre Cen- 
tralprojektion I [Fig. 27, Taf. II] und einen ihrer Punkte p auf 
einem Träger Sip; die Ebene hingegen durch ihre beiden Traeen 
Ey und Et gegeben. 

Wir werden hier dieselbe Methode in Anwendung bringen, 
die bereits bei Lösung der allgemeinen Aufgabe (§ 27) zur Ver- 
wendung gelangte, d. b. wir werden durch die Gerade I irgend 
eine Hilfsebene legen. Der Einfachheit halber benützen wir im 
vorliegenden Falle jene Ebene li,hb, welche gleichzeitig den Träger 
Scp enthält, da sich deren Traeen hv und hb unmittelbar als die 
dnreh tp resp. 8 parallel zu I geführten Geraden ergeben. 

Die Ebenen hvhb und E,,Eb schneiden eich in der Graden dv, 
welche ihrerseits die Gerade I in dem gesuchten Schnittpunkte c trifft. 

§ 34. 

18. Aufgabe: Es Ist der Schnittpimltt einer (Jeraden mit 
einer zur Bildebene parallelen Ebene zu konstruieren. 

Sei dv [Fig. 28, Taf. II] die gegebene Gerade; die zur Bild- 
ebene parallele Ebene E ist durch einen ihrer Punkte p auf einem 
Träger S9 dargestellt. 

Wir legen vor allem auf bekannte Weise durch dv und den 
Punkt p die Hilfsebene h,hb. Die letztere hat mit der gegebenen 
Ebene E den Punkt p gemein, schneidet sie daher in einer zur 
Bildebene parallelen Geraden, deren Centralprojektion I durch p 
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parallel zu den Tracen hy und hb geht. Diese Sebuittgerade ( 
trifft endlich die gleichfalls in der Ebene h„ hb liegende Gerade dv 
in dem gesuehten Punkte 5. 

§ 35- 

19. Aufgabe: Es ist die Sclnüttgcrade einer zur Bildebene 
parallelen Ebene mit irgend einer anderen Ebene zn 

konstruieren. 

üie zur Bildebene parallele Ebene P möge durch den auf dem 
Träger 5cp [Fig. 29, Taf. II] gegebenen Punkt p gehen, die zweite, 
gegen die Bildebene geneigte Ebene sei E, Eb- 

Der Schnitt dieser beiden Ebenen musg notwendig zu den 
Tracen E„ und E),, also auch zur Bildebene selbst parallel sein; es 
wird mithin zum Behufe der Konstruktion des Schnittes, die Fest- 
stellung eines einzigen Punktes, desselben genügen. Ein solcher 
Punkt kann einfach folgends erhalten werden. 

Wir legen diu-ch.den Träger S 9 eine beliebige Hilfsebene hyhb. 
Da dieselbe auch den Punkt p enthält, so schneidet sie die zur 
Bildebene parallele, durch p gehende Ebene P in einer durch p 
gehenden zur Traee hb parallelen Geraden I. Peruer wird die 
Ebene E„ Eb von der Ebene hvht in der Geraden vd geschnitten. 
Die beiden in der Ebene h, hb liegenden Geraden I und dv treffen 
sich in einem Punkte a, weicher gleichzeitig den drei Ebenen h, 
E und P, folglich auch der Schnittgeraden der beiden letzteren 
augehört. Die Centraiprojektion der gesuehten Schnitt- 
geraden selbst ist, wie bereits vorher bemerkt wurde, jene Go- 
rade S, welche durch a parallel zu Eb gezogen werden kann. 

§ 36. 

20. Aufgabe: Es ist die 8chiiit%erade zweier Ebenen, deren 

Tracen zu einander parallel sind, zu konstruieren. 

Da sich in diesem Falle sowohl die beideu Bildflachtracen 
Eb und Eb [Fig. 30, Taf. 11], als auch die beiden Plucbttracen Ei 
lind E' erst in unendlicher Entfernui^ schneiden, so ist einleuch- 
tend, dass die im allgemeinen für die Schnittbestimmung gültige 
Methode hier nicht anwendbar ist. 

Da jedoch, wie ohne weiteres ersichtlich, die Schnittgerade 
der Ebenen E' und E* zu deren Tracen selbst parallel sein muss. 
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so wird wieder die Kenntnis eines Punktes derselben hinreichen. 
Dieser Punkt kann folgend er massen ermittelt werden. 

Wir schneiden die beiden Ebenen E'yEb und EvEl mittels einer 
beliebigen Hilfsebene huhj, in den bezüglieben Geraden Vidj und 
Vädj. Der Punkt ö in welchem sich die letzteren hegegnen, ist 
den drei genannten Ebenen E^, E^ und h gemeinsam, gehört so- 
mit auch der gesuchten Schnittgeraden an; die letztere ergibt sich 
nunmehr als die durch o zu den Tracen der Ebenen Ej und E^ 
geführte Parallele s. 

§37. 

Die in der vorstehen(len Aufgabe benutzte Hilfskonstruktion 
kaan auch bei allgemeiner gegenseitiger Lage der beiden 
sieh schneidenden Ebenen, und zwar in jenem Falle verwen- 
det werden, wenn entweder der Schnittpunkt der Bildflächtracen 
oder der Schnittpunkt der Pluchttracen oder beide ausserhalb der 
GreuKen der zur Verfügung stehenden Zeichnungsfläehe fallen. 
Wahlen wir beispielsweise den Fall, dass weder der Durch- 
stosspunkt d noch der Fluchtpunkt V der Schnittgeraden 
erhalten werden kann, dass sieh also sowohl die Bildflächtracen 
Efe und El, als auch die Fluchttracen Ei und E'v [Fig. 31, Taf. II] 
erst ausserhalb der Zeichnungsfläche schneiden. 

In diesem Falle schalten wir zwei Hilfsebenen ein und 
wählen als solche, der Einfachheit halber, die zwei zu einander 
parallelen Ebenen hyhb und h„h|,. 

Die erstere h,hb schneidet die gegebenen Ebenen E, und E^ 
in den beiden Geraden (t^Vj und dgVg, deren gemeinschaftlicher 
Punkt ö der gesuchten Sehnittgeraden 8 angehört. Ebenso schnei- 
det die zweite Hilfsebene h„h|, die beiden gegehenen Ebenen E^ 
und Eg in den Geraden Vjdj und V^dj, deren gemeinschaftlicher 
Punkt ff' ebenfalls der Schnittgeraden S angehört, so dass die 
centrale Projektion s der letzteren als die Verbiudungs gerade von 
C und ff' erhalten wird. 



Wie aus den Aufgaben 16 bis 20 ku ersehen, erleiden die 
früher im allgemeinen entwickelten Prinzipien resp. Konstruktions- 
methoden Abweichungen, sobald gerade Linien oder Ebenen ins- 
besondere zur Bildebene parallele Lagen annehmen. 

Derartige Modifikationen treten in grösserem oder geringerem 
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Masse tiberall dort auf, wo überhaupt spezielle Lagen gegebener 
oder gesuchter Gebilde vorkommen. 

Wir wollen dies noch an einigen Problemen zeigen, welche 
sich auf Punkte und Geraden in der vorderen Parallel- oder 
Spurebene, sowie auch auf Geraden und Ebenen beziehen, welche 
durch das Projektionscentrum gehen, 

§39. 

21. Aufgabe; Durch den Spnrpunkt einer gegebenen Gei-iiden 

Ist eine Gerade parallel zu einer zweiten gegebenen 

Geraden zu ziehen. 

Es stelle d^ Vj [Pig. 32, Taf. II] jene Gerade vor, durch deren 
Spurpunkt s (dessen centrale Projektion, wie bereits bekannt, im 
Unendlichen liegt) die verlangte Gerade Dv zu führen ist, und ferner 
repräsentiere vd jene Gerade, zu welcher Dv parallel sein soU. 

In §10 wurde gezeigt, dass zwei Geraden, welche einen gemein- 
schaftlichen Spurpunkt haben, parallele Bilder und gleiche 
Bildlängen besitzen, und dass gleichzeitig die Verbindungsgerade 
ihrer Fluchtpunkte zur Verbindungsgeraden ihrer Durehstosspunkte 
parallel sein muss. 

Nachdem nun, gemäss der obangefiihrten Forderung, V der 
Fluchtpunkt der zu bestimmenden Geraden sein soll, so werden 
wir, dem Gesagten zufolge, bloss noch den vierten Eclcpunkt D 
eines Parallelogramm es zu ermitteln haben, dessen übrige drei Eck- 
punkte, v, Vj und d^ gegeben sind. Die Gerade vD hat sodann in 
der That die vorerwähnten Eigenschaften, d. h. sie ist die der ge- 
stellten Aufgabe entsprechende Gerade. 

Wenn an die Stelle des allgemein liegenden Fluchtpunktes V 
insbesondere der ,, Hauptpunkt A" (als Fluchtpunkt aller zur Bild- 
ebene senkrechten Geraden) tritt, so erhält der Durchstosspunkt D 
der gesuchten Geradeu die Bedeutung der orthogonalen Bild- 
flächprojektion des SpTirpunktes der Geraden d^Vj. Man 
gelangt hiernach zu dem Satze: 

„Die orthogonale Büdfiächprojektion des Spurpunktes einer 
durch den Fluchtpunkt und den Durchstosspunkt gegebenen Geraden 
ist der vierte Eckpunkt jenes Parallelogramms, dessen Ührige drei 
Echpunkte der Hauptpunkt, der Durchstosspunkt und der Flucht- 
punkt sind, wobei gleichzeitig die beiden ersteren einander gegenüber- 
liegende Eckpunkte des FarallelograrnmfS votstellen müssen." 
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§ 40. 

22. Aufgabe: US Ist die Tcrbindiuigsgerade «incs gegcl)eiieii 

Punlites mit einem gegebenen Spurpunfete zu l)e8tiinmen. 

Um dui-ch den gegebenen Punkt p [Fig. 33, Taf. II], dessen 
Träger Scp ist, eine Gerade nacb dem gegebenen Spurpunkte, . als 
welchen wir den Spurpuukt S der Geraden dv annehmen wollen, 
zu ziehen, haben wir zunächst zu berücksichtigen, dass (nach § 10) 
deren Bild durch p parallel zu dv geht. Es erübrigt sonach nur 
noch den Fluchtpunkt V und den Durchatosspunkt D dieser Gera- 



Zuni Behufe dieser Bestimmung kann folgendermassen vor- 
gegangen werden. Die zu suchende Gerade DV und der Träger Scp 
des Punktes p bestimmen, da sie den Punkt p gemein haben sollen, 
eine Ebene liv lib, welche offenbar auch jene Gerade 98' enthalten 
muss, die parallel zum Träger 89 durch den Spurpunkt von Sv 
gezogen wird. 

Der Durch stosspunkt 8' dieser Geraden ist einfach (wie in 
Aufgabe 21 gezeigt wurde) zu ermitteln. Ist dies geschehen, so 
erhält man hu als Verbindungsgerade von S und &' und h« als die 
Parallele zu hb durch tp. Die Tracen fi, und lib bestimmen auf 
der durch p parallel zu dv gezogenen Geraden bereits die gesuchten 
Punkte V und D; denn, da VD parallel zu 98' und gleich lang 
mit 98', also auch gleich und parallel mit vd ist, so entspricht 
die bezeichnete Gerade den in § 10 ausgesprochenen Bedingungen, 
wii'd also wirklich durch den Spurpuukt s vou dv gehen. 

§41. 
23. Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt und durch eine 
gegebene Gerade der Spurebenc iat eine Ebene zu legen. 

Der gegebene Punkt sei p [Fig. 34, Taf. II] bestimmt durch 
den Träger 89. Die Gerade der Spurehene ist als „Spurgerade" 
der Ebene ByDh gegeben. 

Da die zu suchende Ebene EyEu und die Ebene evßb die Spui-- 
gerade gemein haben sollen, so werden diese Ebenen offenbar von 
einer beliebigen dritten Ebene hyhb in zwei Geraden geschuitten 
werden, welche einen gemeinschaftlichen Spurpuukt be- 
sitzen, und deshalb parallele und gleich lange Bilder auf- 
weisen. 
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Wählt man überdies die schneidende Hilfsebeiie h„lib so, dass 
sie dnrch den Träger £9 des Pniiktes p, also auch durch diesen 
letzteren seibat geht, so wird hy hb die Ebene e, Bb in einer Ge- 
raden dv treffen, während deren Schnitt d^Vj mit der an bestim- 
menden Ebene E, Eu dnreh p gebt und parallel an dv als auch 
gleich lang mit dv sein wird. 

Führt man endlich durch Vj und d^ die bezüglielieu Tracen E„ 
und Eb parallel zu den Tracen e„ und Bj,, so ist hierdurch auch 
die verlangte Ebene bereits dargestellt, welche (nach § 11) der an- 
gegebenen Konstruktion zufolge gleiche Bildbreite mit der 
Ebene e, Gb besitzt. 

§ 42. 

21. Aufgabe: Es ist der Schnittpunkt zweier Geraden zu 

bestimmen j deren Bilder sich declten. 

Die beiden gegebenen Geraden dv und d[V^ [Fig- 35, Taf. IIJ 
Hegen der Voraussetzung nach so, dass die vier Punkte V, V^, d, dj 
einer und derselben Geraden, d. i. der gemeinschaftlichen Centrai- 
projektion I der beiden Geraden vd und v^dj angehören. 

In dieser Lage ist der Schnittpunkt der beidei 
Geraden (welche sieh notwendig schneiden müssen, weil sie in der 
durch I bestimmten centralprojizierenden Ebene liegen) nicht un- 
mittelbar ersichtlich, sondern es muss derselbe erst durch Kon- 
struktion gefunden werden. 

Wir legen au diesem Zwecke durch jede der beiden Geraden 
dv und djV^ eine beliebige Ebene, welche etwa durch 6^6], und 
eü e'b repräsentiert werden mögen. 

Da diese beiden Ebenen den zu suchenden Schnittpunkt ent- 
halten müssen, so wird offenbar auch deren Schnittgerade d' v' 
durch denselben gehen, und kann besagter Schnittpunkt daher nur 
jener Punkt a sein, in welchem d'v' die gemeinschaftliche Pro- 
jektion I der beiden gegebenen Geraden trifft. 

§43. 
25. Aufgabe: Es ist die Schiiittgcrado einer centralproji- 
zierende» Eltone mit einer zur Bildcltene parallelen Ebene 
zu lionstruieren. 

Seien e, und 6], [Fig. 36, Taf. II] die beiden vereinigten 
Tracen der eentralprojizierenden Ebene, während die zur Bildebene 
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parallele Ebene P dui-eh den Punkt p auf dem Träger §9 ge- 
geben sei. 

Die zu suchende Scliuittgerade wird einerseits parallel zur 
Bildebene sein, und andererseits wird ihre Ceutralprojektion S, sowie 
überhaupt die einer jeden Geraden der oentralprojizierenden Ebene e, 
mit dem Traeenpaare e^, Bb zusammenfallen. 

Um demnach die Aufgabe gelöst zu erhalten, wird es voll- 
stäudig genügen irgend einen Punkt vou S centralprojektivisch 
(durch einen Träger) zu bestimmen. Zu diesem Zwecke legen wir 
durch 89 eine beKebige Hilfsebene hvh),. Dieselbe schneidet die 
zur Bildebene parallele Ebene P in der durch p gehenden zu hb 
parallelen Geraden I, Ferner treffen sich die beiden Geraden I 
und 8 (da sie in der Ebene P liegen) in einem Punkte a, und da 
endlich auch dieser der Ebene hvhh angehört, so kann man dem 
besagten Puukte a irgend einen in dieser Ebene liegeuden Träger, 
beispielsweise den zu 5cp parallelen Träger cpS' geben. 

Die gesuchte Schnittgerade ist somit durch ihre Central- 
projektion s, und einen ihrer Punkte a auf dem Träger !p3' be- 
stimmt. 



III. Kapitel. 

Bezieliungen zwischen Punkt, Geradü nnd Ebene, 

die von Längen- und Winkelgrössen 

abhängig sind. 

§44. 

Allgemeine Bemerkungen. 

Ein grosser Teil der bisher augestellten Betrachtungen und 
der bis nun durchgeführten Aufgaben hat sich bloss auf solche 
Beziehnngen zwischen Punkt, Gerade und Ebene beschränkt, bei 
welchen nur die gegenseitige Lage dieser Elemente in Be- 
tracht gezogen warde, oder mit kurzen Worten, wo bloss die so- 
genannten „]7rojektimschm Beziehungen" zwischen Punkt, Gerade 
und Ebene den Gegenstand unserer Erörterungen bildeten. Nur 
wenige Paragraphe waren solchen Beziehungen gewidmet, in wel- 
chen Längen- resp. Winkelgrössen in den Kreis unserer Be- 
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spreeliungeii eintraten, in welchen also beispielsweise, wie in §§ 6 
imd 8, von der Neigung von Geraden und Ebenen gegen die Bild- 
ebene, oder wie in §§ 10 und 11, wo von den Beziehungen der- 
selben zu den beiden Parallelebenen die Rede war. 

Verfolgt man alle vorhergehenden Betraehtnugen und Auf- 
gaben etwas aufmerksamer, so wird mau auf eine hbcbst auffällige 
und charakteristische Erscheinung geführt. 

Es zeigt sich nämlich, dass bei allen Beziehungen, welche 
bloss projektivischer Natur sind, und bei all den damit ver- 
bundenen Aufgaben, die Kenntnis der Lage des Projektiona- 
centrums ganz gleichgültig ist, ja dass dasselbe bei den ein- 
schlägigen Konstruktionen gar nicht in Betracht oder Verwen- 
dung kommt und folglich nicht einmal bekannt zu sein braucht. 

Hingegen spielt bei allen Betrachtungen und Aufgaben, in 
welchen Längen- oder Winkelgrössen auftreten, d, i. in allen 
„metrischen" Betrachtungen und Aufgaben, die Lage des Projek- 
tiouscentrums eine wesenthche Rolle, und wären derartige central- 
projektivisch gestellte Probleme konstruktiv nnmoglieh durchzu- 
führen, wenn das Projelctionscentrum nicht gegeben vorliegen würde. 

Allerdings sind im Vorhergehenden auch einige Aufgaben 
gelöst worden, die obwohl streng genommen metrischer Natur, 
dennoch die Kenntnis des Projektionscentrums entbehren konnten. 

Diese Ausnahme liegt in der Bedeutung der unendlich 
fernen Elemente und ihrer Centralprojektionen und be- 
zieht sieh auf die zur Bildebene parallelen Geraden und Ebenen. 

Wir werden in weiterer Folge den Grund für dieses charak- 
teristische Verhalten, sowie auch für die letzterwähnten Aus- 
nahmen finden. Für jetzt genügt es zu wissen, dass eine Unter- 
suchung oder eine Aufgabe, welche unter allen Umständen 
die Kenntnis der Lage des Projektionscentrums notwendig 
macht, zweifellos eine metrischer^ Aufgabe ist. 

§ 45- 

Die wahre Grösse und Fomi centralprojektiviseh dargestellter 

Oebilde, und die Mittel zu ihrer Bestimmung. 

Li der darstellenden Geometrie tritt sehr häufig die Bestim- 
mung der wahren Grösse von Strecken und Winkeln, so- 
wohl als selbständige Aufgabe wie auch als Teiloperation eines zu 
lösenden Problemes auf, 
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Wir verstehen unter den „wahren Grössen" eines eentral- 
projektivisch dargestellten Eaumgebildes diejenigen Längen- 
und Winkelgröasen, welche an dem letzteren selbst vorkommen, 
zum unterschiede von jenen Längen- und WinkelgrÖssen, welche 
seine Centralprojektion aufweist, und welche allenfalls, da sie 
den ersteren im allgemeinen nicht gleich sind, als ,, scheinbare 
Grössen" bezeichnet werden könnton. 

Vor allem wird nun zn untersuchen sein, welche Lage ein 
Gebilde gegen die Bildebene und das Projektionscentrum 
haben muss, damit dasselbe in wahrer Grösse erseheine, d. h. 
dass alle Winkel und alle Dimensionen, welche in der Central- 
projektion auftreten, den entsprechenden Winkeln und Dimensionen 
des dargestellten Gebildes unmittelbar selbst gleich seien. 

Bei Beantwortung dieser Frage werden wir uns auf Strecken, 
Winkel und ebene Figuren beschränken, da alle anderen Grössen- 
bestimmungen auf diese zurückgeführt werden können. 

Zunächst ist klar, dass jede Strecke, jeder Winkel und jedes 
ebene Gebilde, sobald diese in der Bildebene selbst liegen, 
mit ihren bezüglichen Centralprojektionen zusammenfallen, also 
unmittelbar in wahrer Grösse erscheinen. Ausserdem wird 
sich auch ein Winkel, dessen beide Sehenkel und folghch auch 
dessen Ebene parallel zur Bildebene liegen, centralprojek- 
tivisch in wahrer Grösse darstellen. 

Hingegen werden alle zur Bildebene bloss parallele Strecken, 
alle zur Bildebene parallele ebene Gebilde, soivie ferner alle gegen 
die Bildebene geneigten Strecken, Winkel und ebenen Gebilde im 
allgemeinen nicht in wahrer Grösse erscheinen. 

(Bemerkung.) Wenn ein zur Bildebene nicht paralleles 
Gebilde, centralprojektivisch dargoatellt, in wahrer Grösse 
erscheint, so setzt dies eine besondere Lage gegen die Bildebene 
und das Projektionscentrum voraus. 

Hierbei beachte man folgende Sätze, welche, gestützt auf die 
Lehre von Pyramidensehnitten, leicht elementar bewiesen werden 
können. 

Besitzt eine Strecke eine solche Lage, dass eine der beiden 
Geraden, welche den Winkel zwischen der Trägergeraden dieser 
Strecke und deren Projektion halbieren, das Projektionscentrum 
enthält und nebstbei auch die Winkelhalbierende der nach den End- 
punkten der Strecke gehenden Prejektionsstrahlen repräsentiert, so 
erscheint die Strecke centralprojektivisch in wahrer Grösse, 
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Besitzt ein ebenes Gebilde eine solche Lage, dass eine der 
beiden Winkelhalbierebenen zwischen seiner Ebene und der 
Bildebene das Projektiouscentrnm enthält, und ist die Winkel- 
halbierebene gleichzeitig eine Symmetrieebene des das frag-, 
liehe Gebilde projizierenden Strahlensjstems , so erscheinen alle 
Strecken und Winkel des ebenen Gebildes in der Oentral- 
projektion in wahrer Grösse. 

Die Modifikation, welche diese Sätze für zur Bildebene pa- 
rallele Strecken resp. ebene Gebilde erfahren, ist leicht zu erkennen. 

Soll nun die wahre Grösse irgend einer Strecke oder irgend 
eines ebenen, centralprojektivisch dargestellten Gebildes er- 
mittelt werden, so wird man, den obigen Auseinandersetzungen 
zufolge, mittels gewisser Operationen die beti'effende Strecke oder 
das betreffende Gebilde durch eine gleiche Strecke resp. ein gleiches 
Gebilde in der Bildebene zu ersetzen haben. 

Dies wird am einfachsten durch eine Drehung oder Pa- 
rallelverschiebung in die Bildebene erreicht, und kommt die 
Drehung dann zur Anwendung, wenn die zu bestimmenden Grössen 
gegen die Bildebene geneigt sind, während eine Parallelver- 
schiebung hinreicht, sobald sie zur Bildebene parallel sind. 

Wir wollen den letzteren Fall, als den einfacheren, zuerst 
erledigen, und zu diesem Zwecke folgende Aufgabe durchführen, 

§ 46. 

26. Aufgabe: In einer zur EIldeKtene parallelen Ebene liegt 

ein Dreieck, dessen Centralprojektion gegeben ist; es soll 

die wahre Grösse dieses Dreieckes ermittelt werden. 

Die zur Büdebene parallele Ebene P [Fig. 37, Taf. II], welche 
das Dreieck enthält, sei auf bekannte Weise durch einen Punkt p 
auf einem Träger Scp gegeben; die Centralprojektion des Dreieckes 
sei abc. 

Infolge der besonderen, d. i. zur Bildebene parallelen 
Lage des Dreieckes abc, ist es möglich, dasselbe durch eine Pa- 
rallelverschiebung (in beliebiger Richtung) in die Bildebene selbst 
zu bringen. Hierbei werden die drei Eckpunkte des Dreieckes 
drei zu einander parallele Geraden durchlaufen, und die Bildfläch- 
durchstosspunkte der letzteren die Eckpunkte des verschobenen 



Da ausserdem bei der Parallelversehiebung des Dreieckes 
dessen Seiten stets parallel zur ursprünglichen Lage bleiben, so wer- 
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den im vorliegenden Falle die Seiten des in die Bildebene verscliobe- 
neii Dreieckes parallel zu den Seiton seiner Centralprojektion sein. 

Um daher die Aufgabe graphisch durchzuführen, wählen wir 
eine beliebige Verachiebungsrichtung, — am einfachsten die 
des Trägers S9, — und bestimmen die Bildflächdurchstosspunkte 
jener drei Geraden, welche beziehungsweise durch a, b und C pa- 
rallel zu Sqs gezogen werden können. 

Um zunächst den Dnrchsto&spunkt von atp zu ermitteln, ist 
bloss zu berücksichtigen, dass die durch a^ und S9 gelegte Hilfs- 
ebene li die zur Bildebene parallele Ebene P in der Geraden ap, 
und mithin die Bildebene selbst in der durch 5 gehenden zu ap 
parallelen Geraden tib schneidet, Die Bildfläehtrace hb und die Ge- 
rade acp begegnen sich in dem gesuchten Durchstosspunkte da. 

Im Wege einer ganz übereinstimmenden Betrachtung findet 
man den Durchstosspunkt du von bcp im Schnitte der Geraden bip 
mit der durch Ag parallel zu ab gezogenen Geraden dadb, und 
ebenso den Durchstosspunkt de im Schnitte von ccp mit der durch 
da parallel zu ac geführten Geraden dadc. Das Dreieck dadbdc 
repräsentiert sodann die Parallelverschiebung, und mithin die 
wahre Grösse des centralprojektivisch gegebenen Dreieckes abc. 

Es ist einleuchtend, dass in gleicher Weise auch die wahre 
Grösse jedes beliebigen anderen zur Bildebene parallelen 
ebenen Gebildes konstruiert werden kann. 

§47. 
Die Drehung oder Umlcguiig eines gegen die Bildclieiie ge- 
neigten clienen Gel)ilde8 in die Bildebene. 

Ein ebenes Gebilde kann stets durch eine Drehung um 
seine Bildfläehtrace mit der Bildebene zur Incidenz (d. h. 
zum Zusammenfallen) gebracht werden. Selbstverständlich muss 
hierbei der Betrag der Drehung, d. i. der sogenannte ,,Drehnngs- 
winkel", dem Neigungswinkel der zu drehenden Ebene gegen 
die Bildebene gleich sein. 

Wird die Drehung eines ebenen Gebildes in die Bildebene zn 
dem Zwecke vollzogen, um die wahre Grösse desselben kennen 
zu lernen, so pflegt man diese Operation als die ,,Umiegung" 
des Gebildes zu bezeichnen. 

Nach erfolgter Umlegung werden sodann gewöhnlich an dem 
umgelegten Gebilde irgend welche durch die Bedingungen des 
gestellten Problems notwendigen Koustraktionen vorgenommen, 
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hierauf die sich dahei ergebenden Punkte, Geraden u. s, w. wieder 
in die arsprüngliche Lage in den Eaiun zurückgedreht und durch 
ihre Centralprojektion bestimmt. Diese der Umleguug entgegen- 
gesetzte Operation pflegt man das „Zurückführen" zu nennen. 

Um nun eine derartige Umleguug graphisch zu vollziehen, 
werden jene Eigenschaften zur Verwendung gelangen, welche die 
wesentlichen Begleiter einer jeden Drehung sind. 

Vor allem ist zu berücksichtigen, dass bei einer Drehung 
sämtliche Teile des gedrehten Gebildes sowohl ihre gegenseitige 
Lage, als auch die Lage gegen jene Gerade, um welche die 
Drehung bewerkstelligt wird und kurz als „Drehungsaxe" 
bezeichnet wird (letztere ist in unserem Falle stets die Bildfläch- 
trace der zu drehenden Ebene) nicht ändern. 

Hieraus folgen wichtige Spezialeigenschaften, welche wir 
sofort ableiten wollen. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke an, es sei BE [Fig. 38, Taf. II] 
die Bildebene, E die zu drehende Ebene und Eb deren Bildfläch- 
traee. Nachdem die Drehung um die letztere stattfindet, so ist 
einleuchtend, dass ihre Punkte bei der Drehung keine Lagen- 
änderung erfahren. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass alle Geraden und krum- 
men Linien eines Gebildes in der Ebene E die Bildflächtrace E|, 
nach vollzogener Drehung in den nämlichen Punkten, wie 
vor der Drehung schneiden. 

Sei forner ( eine beliebige Gerade der Ebene E, welche die 
Bildflächtrace Eb im Punkte Ü schneiden, und mit Eb den Winkel ip 
einschliessen möge. 

Da die Gerade I während und nach der umleguug ihre Lage 
gegen die Bildflächtrace Eb nicht ändert und während der Drehung 
jeder Punkt von I einen dem Drehungswinkel (p entsprechenden 
Kreisbogen durchläuft, dessen Ebene senkrecht zur Drehaxe Eb 
steht, so wird dieselbe nach vollbrachter Drehung durch die Ge- 
rade Ifl der Bildebene dargestellt erscheinen. 

Allerdings gibt es ausser 1^ noch eine zweite Gerade in der 
Bildebene, welche durch den Schnittpunkt d von ; und Eb geht 
und mit Eb den nämlichen Winkel 9 einsehUesst, doch hat man 
hierbei zu beachten, dass auch die Ebene E selbst in zweierlei 
Sinn in die Bildebene umgelegt werden kann, wobei dem einen 
Drehungssinne die oberwähnte Gerade If, , dem zweiten Drehungssinne 
dagegen die andere der vorangedeuteten Geraden entsprechen würde. 
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Wenn eine Gerade r in der Ebeue E gleicl:zeitig auf der 
Bildfläclitraco Eb senkrecht steht — eine derartige Uerade 
wird eine Linie des „grössten Falles" oder kurz eine „Fall- 
linie" genannt, da sie unter allen Greraden in der Ebene den 
grössten Neigungswinkel mit der Bildebene BE, d, i. einen 
dem Neigungswinkel der Ebene E gegen BE gleichen Winkel 
einschliesst — , so wird dieselbe auch in der ümlegung nach r^ 
senkrecht zur Bildflächtrace Eb stehen. Da überdies P und 
r,, einen Punkt a der Bildflächtrace Eu gemein hahen, so kann 
auch durch r und r,, eine Ebene gelegt werden, welche selbst wieder 
zur Bildflächtrace Eb normal sein wird. 

Denken wir uns weiter in der Ebene E einen beliebigen 
Punkt a angenommen, welcher bei der Ümlegung der Ebene nach 
a^ gelangen möge. 

Zieht man durch a die Gerade p senkrecht zu Eb und setzen 
wir Yoraus, dass r die Eb in a treffe, so wird einerseits die üm- 
legung ffl dieser Geraden durch a. senkrecht zu Eb gehen, und 
andererseits den umgelegten Punkt a,, enthalten müssen. 

Überdies wird, infolge der unveränderten Lage der Punkte 
gegen die Drehaxe Eb, die Strecke a|,a gleich der Strecke aa 
sein. Man kann demnach iu der durch r und r^ bestimmten, zu 
Eb senkrechten Ebene einen Kreisbogen k Tcrzeichnen, welcher a 
zum Mittelpunkte hat und durch a und a,, geht. Dieser Kreis- 
bogen k ist nun in der That auch derjenige, welchen der Punkt a 
bei der Drehung um Eb beschreibt. Dasselbe gilt selbstverständlich 
in gleicher Weise auch von jedem anderen Punkte der Ebene E, 
so dasa allgemein der Satz aufgestellt werden kann: 

„Sämtliche Punkte einer in die Bildebene umzulegenden Ebene 
beschreiben hei der Umlegimg Kreisbögen, welche in siur Bildfiäch- 
trace jener Ebene normalm Ebenen liegen. Die Mittelpunkte dieser 
Kreise liegen in der Bildflächtrace, und ihre Radien sind den Ab- 
ständen der gedrehten Punkte von der Bildflächtrace gleich." 

§48. 

Eine wichtige Eigenschaft, welche namentlich bei der central- 
projektiv ischen Durchführung einer „ümlegung" zur Geltung 
kommt, bezieht sich auf die gleichzeitige Drehung zweier 
paralleler Ebenen, 

Denken wir uns zwei zu einander parallele Ebenen E und E^ 
mit deu Bildflächtracen £& resp. E^ gegeben und in denselben zwei 
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7M. einander parallele Geialen 1 und I' augenoninien Dei Winkel, 
welchen I' und EJ billeu ist der ^eniauliten Voi anssetzuug ge- 
mäss, gleich jenem Winkel welchen f und Ej, eiu'ichhe'j-ien Denkt 
man sich nun die beiden Ebenen E nnd E^ um ihie bezi,flichcn 
Bildfiächtraeen Eh nnd Et «amt den heilen Greiaden I nnd 1' in 
gleichem Drehungs mne m d e Bilde! ene umgelegt wobei 
)(, und \\ die umgelegten (leraden repräsentieren mögen, so wird, 
weil ^ Oo, Eh) = ^ (I, Eh) nnd ^ (l'„, E|) = ^ (,!' , EJ) ist, und 
weil nebstbei Ea parallel zu E^ ist, notwendig auch ij parallel nn 
1,, sein müssen. 

Stellen wir uns weiter vor, dass E' die Fluchtebene von 
E, dass also E^ die Fluchttrace der besagten Ebene und I' der 
Pluehtstrahl der Geraden I sei, so lässt sich die eben ange- 
führte Eigenschaft in folgende Worte Heiden: 

„Der um die Fluchttrace einer Ebene in die Bildebene umge- 
legte Fluchtstrahl einer in dieser Ebene liegenden Geraden ist stets 
parallel zu der um die Bildfiächtrace derselben Ebene in die Bild- 
ebene umgelegten Geraden." 

§49. 
27. Aufgabe: Es ist die wahre Grösse des WiiiJiels, welchen 
zwei sich sclmeidende treraden einschllessen, zu hestimmen. 

Seien clv und djV^ [Pig. 39, Taf. 11] die beiden, sich in einem 
Punkte p schneidenden Geraden, und sei E, Eh die durch diese beiden 
Geraden bestimmte Ebene, Endlich stelle A den Hauptpunkt und 
AC die Distanz vor. 

Um die wahre Grösse des Winkels, welchen die Geraden dv 
und djV; bilden, zu ermittehi, haben wir diese Geraden um die Bild- 
flächtraee Eh ihrer Ebene in die Bildebene umzulegen. 

Nachdem aber der Winkel den die Geraden vd und Vjdj mit- 
einander einschllessen, jenem Winkel gleich ist, welchen die 
den Geraden entsprechenden Pluchtstrahlen bilden, so wird 
es genügen diesen letzteren zu bestimmen. Dieser Umstand, wel- 
cher stets vorteilhaft verwertet werden kann, verursacht eine vor- 
bereitende Konstruktion, nämlich die Umlegung des Projek- 
tionscentrnms um die Fluchttrace Ev in die Bildebene, welche 
zunächst durchgeführt werden soll. 

Wie bereits gelegentlich der in § 8 angestellten Betrachtungen 
gezeigt wurde, ist diejenige Gerade AAj, welche durch den Haupt- 
punkt A senkrecht zu der Fluchttrace Ev gezogen wird, die Bild- 
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fläehtrace derjenigen durch das Projektionscentrnm gehenden Ebene, 
welche gleichzeitig auf E, senkrecht steht. Besagte Ebene ist mit- 
hin (nach den Entwiekelungen in § 47) die „Drehungsebene" 
für das Projektionscenfcrum, 

Die Gerade, welche das Projektiouacentrum mit dem Punkte 
A^ — dem sogenannten „Nebenltau^tpunki" — verbindet, ist senk- 
recht zur Fluchttrace E,; ihre Umlegung um Ev muss daher (nach 
§47) durch Aj gehen und ebenfalls senkrecht aufE, stehen, also 
in die Gerade AAj fallen. In diese letztere Gerade wird auch 
das um E, umgelegte Projektiouseentrum zu liegen kommen, und 
wird dasselbe von Aj eine Entfernung besitzen, welche mit jener 
des Projektionscentruma im Räume von dem Nebenhaupt- 
punkte Aj^ übereinstimmt. 

Wie bereits in § 8 gezeigt wurde, ergibt sich diese Entfer- 
nung als die Hypotenuse A^C^ eines rechtwinkligeu Dreieckes AA^C^, 
in welchem die eine Kathete der Strecke AAj (Abstand des Haupt- 
punktes vom Nebenhanptpunkte) , die andere Kathete AC^ jedoch 
der Distanz AC gleich ist. 

Man wird hiernach das um die jeweilige Fluchttrace E„ 
einer Ebene E in die Bildebene umgelegte Projektionscen- 
trum Cq dadurch erhalten, dass man auf der zu Ev senkrechten 
Geraden AA^ von Aj ans eine der Hypotenuse A^Cj gleiche Strecke 
Aj Cq nach C^ aufträgt. 

Den ao gefundenen Funkt C^ bezeichnet mau kurz als „um- 
gelegtes Projektionscelltrum", wobei selbstverständlich seine „Um- 
legung" als um die jeweilige Fluchttrace E, der betreffenden 
Ebene E bewerkstelligt gedacht wird. Aus diesem Grunde pflegt man 
den Punkt Cd auch das „Nebencentrum" der Ebene E zu heissen, 
und die Strecke A^Co ^AjCi die „Nebendistanz" zu nennen. 

Die Lage dea Nebencentriima m bezug auf E« ist offenbar nicht 
nur von dem Projektionscentrnm C und dem Hauptpunkte A, son- 
dern auch von der Lage der Ebene E gegen die Bildebene abhängig. 

Nach der hiermit getroffenen Voibereitnng ist die oben ge- 
stellte Aufgabe nunmehr leicht durchzutuhren. 

Die in der Fluchtebene (C, E,) liegenden Fluehtetrahleu der 
beiden gegebenen Geraden dv und d^v^ sind kekanntlich die Ver- 
bindungsgeraden des Projektionscentrums C mit den Fluchtpunkten 
V und V^ der genannten Geraden. 

• Diese Flnchtstrahlen Cv und CVj müssen nach ihrer Umlegnng 
um die Fluchttrace E, einerseits durch das umgelegte Projek- 



y Google 



— 52 — 

tionseontrum C^, andererseits aber auch durch die Fluchtpunkte 
V und v^ gehen, da letztere als der Fluchttrace E, (Drehase) 
angehörend (nach § 47) ihre Lage bei der Drehang nicht ändern. 

Die umgelegten Flüchtstrahlen der beiden in der Ebene 
E„Eb liegenden Geraden dv und djVj sind mithin durch die Ge- 
raden C|jV und CgVj dargestellt. 

Um endlieh die beiden Geraden dv und diVi selbst um die 
Bildflächtrace Eb umzulegen, hätte man nach dem in § 48 be- 
wiesenen Satze nichts weiter zu thun, als beziehungsweise durch 
d und dj die Parallelen zu C^v resp. C^v^ zu ziehen. 

Nachdem jedoch die umgelegten Geraden denselben 
Winkel wie deren umgelegte Fluchtstrahlen CßV und CßV^ 
einachliessen, so ist deren Zeichnung überäii.ssig, und man hat 
bereite in ^ a. = ^ vC^v^ die wahre Grösse des gesuchten 
Neigungswinkels bestimmt. 

§50. 

28. Aufgabe: In einer Ebene E, Ei,;[Fig. 39, Taf. 11] ist eine 
Gerade dv, und in dieser ein Punkt p gegeben; man soll 
dm-eli diesen Punkt iii derselben Ebene eine zweite Gerade 
unter einem gegebenen Winkel « gegen die erstere ziehen. 

Bestimmt luan, sowie in der vorhergehenden Aufgabe, vor 
allem das um Ey umgelegte Projektionecentrum C^, so ist offen- 
bar C|,v der der gegebenen Geraden dv entsprechende, um E, in 
in die Bildebene umgelegte Flucbtstrahl. 

Da nun jener Fluchtstrahl, welcher der zu bestimmenden Ge- 
raden entspricht, mit CgV gleichfalls den gegebenen Winkel a bil- 
den musa, so kann seine Umlegung C^Vj unmittelbar gezeichnet 
werden, und erhält man im Schnitte Vj der letzteren mit der Flucht- 
trace Ev bereits den Flucktpunkt der verlangten Geraden und 
in VjP deren Centralprojektion. Der Durch stosspunkt d^ er- 
gibt sich schliesslich im Schnitte von Vj p mit der Bildflächtrace Eb. 

§ 51. 

29. Aufgabe: Es ist eine Ebene E, Ei, und in derselben ein 
Punkt gegeben; die Ebene ist in die Bildebene umzulegen, 

und die Lage des umgelegten Punktes zu ermitteln. 

Erste Lösung. Mittels zweier durch den gegebenen 
Punkt gehenden beliebigen Geraden. 

Ziehen wir in der Ebene E, Eb [Fig. 39, Taf. II] durch den 
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gegebenen Paukt p zwei beliebige Geraden dv nnd djV^, und denken 
wir uns dieselben um Ei, in die Bildebene umgelegt, so ist ein- 
leuchtend, dass, infolge der bei der Drehung ungeäuderten gegen- 
seitigen Lage aller Teile eines umzulegenden Gebildes, die umge- 
legten Geraden in ihrem Durchschnitte den umgelegten 
Punkt bestimmen werden. 

Bestimmt man daher auf die aiis den Torhergeh enden beiden 
Aufgaben bekannte Weise das umgelegte Projektionscentrum Cq, 
so wird man in C^v und C|,v^ die um E, umgelegten FJuchtstrahlen 
der beiden Hilfsgeraden dv und d^Vj erhalten. Mit Zugrunde- 
legung des im § 48 abgeleiteten Satzes werden sodann die Ge- 
raden Iq und \\, welche durch d resp. dj beziehungsweise parallel 
zu CqV und CgV^ gezogen werden, bereits die Umlegungen von 
dv und d, V^, und ihr Schnittpunkt Po die Lage des um Et um- 
gelegten Punktes p vorstellen. 

§ 52. 

Zweite Methode. Mittels Nebenhauptpuukt und Ne- 
bendist anzpunkt. 

Diese Lösung unterscheidet sich von der eben besprochenen 
allgemeinen nur dadurch, dass diesfalls nicht von zwei beliebigen 
durch p gezogenen, sondern von zwei besonderen Hzlfsgeraden 
Gebrauch gemacht wird. 

Vor allem bestimmen wir wieder das umgelegte Projektions- 
centrum C^ [Fig. 40, Taf. II] und besehreiben aus dem Neben- 
hauptpunkte Aj als Mittelpunkt einen durch Cp gehenden Halb- 
kreis, welcher die Fluehttraee E, in N und N' treffen möge. 

Da wir ^^, als den Fluchtpunkt aller in der Ebene E lie- 
genden zur Bildfläehtraee Eb derselben senkrecht stehenden Ge- 
raden, den der Ebene E entsprechenden Nebenhauptpunkt 
nannten, so wollen wir den vorbezeichneten Kreis den „Neben- 
distanzkreis" und die Punkte N und N' , der Analogie halber, 
die ,,NebendistanBpunkte" der Ebene Ev Eh nennen. 

Aus früherem ist bereits bekannt, dass die Gerade, welche 
das Projekt! onscentmm im Räume mit dem Punkte A^ verbindet, 
auf der Fluehttraee Ev senkrecht steht. Hieraus folgt un- 
mittelbar, dass, wie oben angedeutet, A^ der Fluchtpunkt aller 
„Fallgeraden" der Ebene E, Et, d. h. aller jener Geraden sei, 
die in der Ebene E» En senkrecht zur Bildfläehtraee En 
gezogen werden können. 
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Die dorn Punkte p entspreeheiiäe Fallgerade ist demnach 
centralprojektiyiseh durch die Gerade A^p dargestellt; ihr 
Durchstosapunfet ergibt sich unmittelhar im Schnitte von A^p mit 
der Trace Ej, in d. 

Nach der TJmlegung der Ebene E gelangt die genannte Fall- 
linie in die Bildebene, und wird dieselbe (nach § 47) durch die, 
durch d gehende zu Eb senkrechte Gerade iHp^ dargestellt. Selbst- 
verständlich wird der umgelegte Punkt Po auf dieser Geraden 
liegen. 

Die Centralprojektion einer zweiten besonderen Hilfsge- 
raden erhalten wir, wenn wir p mit einem der beiden Neben- 
disfcanzpunkte, beispielsweise mit N verbinden. Hierbei wird 
offenbar N als Mnchtpunkt dieser Geraden aufgefasst. 

Denkt man sich den der centralprojektivisch bestimmten Ge- 
raden pN entsprechenden umgelegten Fluehtstrahl C^N aufge- 
sucht, so findet man ohne weiteres, dass derselbe mit der Flucht- 
trace Ev den Winkel von 45° einschliesst. 

Der Nebendistanzpunkt N (sowie selbstverständlich auch 
der Nebendistauzpunkt N') ist daher der Fluchtpunkt solcher 
Geraden der Ebene E, welche mit der Bildflächtrace B\, 
den Winkel von 45" einschliessen. 

Nun ist, wie vorher bemerkt, Np die Centralprojektion einer 
derartigen Geraden, welche gleichzeitig durch den umzulegenden 
Punkt p geht. Nach der Ümlegung um Eb wird diese Gerade 
offenbar durch den Durchstosspunfct a (Schnitt von Np und Eb) 
gehen, mit Ed den Winkel von 45" bilden und selbstverständlich 
die vorher gefundene Gerade dp,,, welche gleichfalls durch p ge- 
führt wurde, in dem gesuchten umgelegten Punkte p^ treffen. 

Berücksichtigt man, dass das Dreieck adp^ bei d rechtwinklig 
und überdies gleichschenklig ist, so kann man die Zeichnung der 
umgelegten Geraden ap^ vermeiden und mittels eines Kreises aus 
d die Strecke ad nach dpo sofort übertragen, um Po zu erhalten. 
Ebenso erscheint nun auch die Führung des Fluchtstrahles CqN 
ganz und gar überflüssig. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass 
die Strecke ad auf jene Seite der durch d senkrecht zu Eb ge- 
zogenen Geraden aufzutragen ist, für welche der erhaltene Punkt po 
eine solche Lage hat, dass die Geraden C(|N und ap«, falls die- 
selben wirklich gezogen wurden, untereinander parallel sind. 
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Dritte Methode. Mittels besonderer Hilfsgeraden. 

Sei wieder E, Eb [Fig. 41, Tai II] die gegebene Ebene, p der 
umzulegende Punkt derselben und C^ (Nebencentrum der Ebene E) 
das um Ev umgelegte Projektionseentnim. 

Wir ziehen zunächst durch den in E gegebenen Punkt p eine 
beliebige G-erade I = dv und legen dieselbe durch Zuhilfenahme 
des ihr entsprechenden Fluehtstrahles CßV nach l,, um. Der um Ej, 
in die Bildebene umgelegte Punkt Po muss demzufolge in Iq liegen. 

An Stelle einer zweiten beliebigen durch p geführten Geraden 
wählen wir insbesondere jene Gerade djVj, deren Centralprojektion 
dl v^ in die Verbindungsgerade der Punkte p und C,, fallt. 

Wird die Ümlegung dieser Geraden d^ v, dadurch bewirkt, 
dass mau zu deren umgelegten Fluchtstrahi Cg Vj durch den Durch- 
stosspuukt dj die Parallele zieht, so finden wir, dass infolge der 
diesfalls getroffenen besonderen Annahme der Geraden djVj, die 
besagte Parallele sowohl, als anch der Fiuchtstrahl CßV^ mit der 
Ceatral Projektion d, v^ zusammenfällt. 

Jede Gerade, deren Centralprojektion durch das um- 
gelegte Projektionscentrum geht, fallt daher mit ihrer 
Ümiegung zusammen. 

Die letzt umgelegte Gerade 1^ trifft nunmehr die vorher um- 
gelegte Gerade 1^ in dem umgelegten Punkte p^. Hieraus ent- 
nehmen wir, dasa, obwohl die Centralprojektion d^v^ und deren 
Umlegung CgV^ sich decken, doch nicht gleichzeitig auch die 
Centralprojektioneu und Ümlegungen aller ihrer Paukte zusam- 
menfallen; denn p^ ist von p verschieden. 

Aus dieser einfachen Betrachtung ergibt sich nun der fär die 
graphische Durchführung der Umlegung so wertvolle Satz: 

„Die Centralprojektion eines Punktes einer Ebene, der um die 
Bildßächirace dieser Ebene umgelegte Funkt und das um die Mucht- 
trace derselben Ebene umgelegte FroJekHonscentrum liefen stets in 



§54. 

Das umgelegte Projektionsceiiti'um in der Bedeutung eines 

liesonderen Fluchtpunktes. 

Der vorstehende Satz gestattet noch eine andere Deutung 
resp. eine andere Beweisführung. Es lasst sich nämhch vermuten, 
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dass das umgelegte Projelitionsceutrum, als Konvergenz- 
punkt jener Geraden, welche die Centralprojekfcionen der Punkte 
der Ebene E mit den bezügliclien Umlegnngen verbinden, die Be- 
deutung eines Pluehtpunktes habe. 

Diese Vermutung wird nun auch, wie folgende einfache Be- 
traebtung lehrt, wirklieh zur Thatsache. Die Verbiudungsgeraden 
der Centralprojekiionen p aller Punkte der Ebene E mit den zu- 
gehörigen Umleguugeu p,, sind nämlich nichts anderes als die 
Centralprojektionen der Sehnen jener Kreisbögen, welche 
die Punkte der Ebene E bei ihrer Umlegung beschreiben. 

Nachdem aber alle diese Sehnen untereinander parallel, 
und auch parallel zu jenem Strahle sind, welcher das Pro- 
jektionscentrum im Räume mit seiner Umlegung C,, um 
die Fluehttraee Ev verbindet, so muss C,, notwendig ihr ge- 
raeinsehaftlieher Fluchtpunkt sein, 

§ 55. 

Vierte Methode der ümlegung. Vermittels der um- 
gelegten Spurlinie. 

Sei wieder E, Eu [Fig. 42, Taf. II] die umzulegende Ebene, 
p ein beliebiger Punkt derselben, und Cq das um E« umgelegte 
Pro j ektion seentr um . 

Die Ebene EyE), schneidet die Spurebene PE, (vordere Parallel- 
ebene) in einer zur Bildfläehtrace Eb der Ebene E parallelen Ge- 
raden Es, welche (nach § 1 1) von der Bildfläehtrace Eu dieselbe Ent- 
fernung besitzt, wie das Projektionscentrum C von der Fluehttraee E ,. 

Da die wahre Grösse dieser Entfernung durch die Strecke 
CpAp d. i. durch den Abstand des umgelegten Centruma Cg von 
der Fluehttraee Ey dargestellt ist, so wird man die um Eb umge- 
legte Spurlinie Es einfach dadurch erhalten, dass man in dem 
genannten Abstände A, C^ = aß eiue Parallele zur Bildfläehtrace Eb 
zieht. Hierbei hat man selbstverständlich darauf zu achteu, dass 
die Spurlinie auf die BUdflächtrace Eb in demselben Sinne wie 
C(, auf die Fluehttraee Ey folge. 

Die Bedeutung der Spurlinie Es ist dadurch charakterisiert, 
dass sie den geometrischen Ort jener Punkte der Ebene E, Eb 
repräsentiert, deren Centralprojektionen in unendlicher 
Entfernung liegen. 

Denken wir uns nun durch den umzulegenden Punkt p eine 
beliebige Hilfsgerade dv gezogen. Der unendlich ferne Punkt li 
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von dv ist die Centralprojektioii des der Spurgeraden ange- 
hörenden Punktes der Hilfsgeraden ; seine Uinlegnng U,, rnnss 
daher in Es liegen. Weiter müssen aber (nach dem in § 53 be- 
wiesenen Satze) die drei Punkte C^, U und U^ in einer Geraden 
liegen, d. b. man wird u,, im Schnitte von E% mit dem dnrch C^ 
parallel zu dv gezogenen Strahle C^UqU erhalten. 

Nachdem die umgelegte Hilfsgerade sowohl durch li,,, als 
auch durch den Durchstosspunkt d gehen mnss, erhält man die- 
selbe als die Verbindungsgerade Iq der beiden genannten Punkte- 
Endlich ergibt sich (nach dem Satze in § 53) der umgelegte 
Punkt Pq im Schnitte von l^ mit dem Verbiudungsstrahle C^p. 



30. Aufgabe: Auf einer eentralyrojcktivisch dargestellten 

Geraden sind zwei Punkte gegel)en; es soll die walipc Grösse 

ihrer Entfernung ermittelt werden. 

Seien dv [Fig. 43, Taf. II] die gegebene Gerade, a und b die 
Centralprojektionen der beiden Punkte auf derselben und A (Haupt- 
punkt), AC (Distanz) die bekannten Bestimmungsstücke für das 
Projektionscentrum. 

Im Prinzip ist die Aufgabe leicht gelöst. Man hätte nur 
durch die Grerade dv eine beliebige Ebene zu legen uud hierauf 
die Gerade mit den beiden in ihr liegenden Punkten um die Bild- 
fiäcbtrace dieser Ebene umzulegen, um die gesuchte wahre Grösse 
sofort zu erhalten. 

Da jedoch durch die Gerade dv unendlich viele Ebenen ge- 
legt werden können, so wird es sich empfehlen, unter den letzteren 
von vornherein eine solche zu wählen, welche die einfachste Kon- 
struktion gestattet. 

Hierzu eignet sich, wie ebenso leicht dargethan als eingesehen 
werden kann, am besten die durch dv gehende zur Bildebene 
senkrechte Ebene PvPb- Da die Fluchttrace P, dieser Ebene 
durch den Hauptpunkt A geht, so ist die Entfernung des Projek- 
tiouscentrums von derselben unmittelbar der Distanz gleich, und 
man einhält mithin das um Py umgelegte Projektionscentrum C,,, 
indem man einfach auf der durch A senkrecht zu Py gezogenen 
Geraden die Distanz AC von A aus nach Cj, aufträgt. 

Die Umlegung wird nun im Weiteren ebenso wie im all- 
gemeinen Falle bewerkstelligt. Man hat nämlich bloss den der 
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Geraden vd entsprecliendeii nmgelegtoii Fluchtstrahl C^v zu 
ermitteln, indem man das um E, in die Bildebene gedrehte Cen- 
trum Cß mit V geradlinig verbindet, nnd zu demselben durch d eine 
Parallele zu führen, um sofort die umgelegte Gerade Iq und auf 
der letzteren mittels der Strahlen Cy a und Co b die umgelegten 
Punkte 3(1 und b^, zu erhalten. Die Strecke a^bd liefert bereits die 
wahre Grosse der centralprojektiYisch gegebenen Strecke ab. 

§ 57. 

31. Aufgabe: Es ist der WInkpl zu bestimmen, weldicn eine 
Gerade im Banmc mit ihrer Ccntralprojektion einschliesst. 

Die Gerade liegt durch ihre Centralprojektion dv [Fig. 44, 
Taf. II] gegeben vor. A sei der Hauptpunkt und AC die Distanz. 

Um den Winkel, welchen die Gerade mit ihrer Centralpro- 
jektion bildet, zu ermitteln, haben wir zunächst durch die beiden 
genannten Geraden eine Ebene zu legen. Dies ist offenbar die 
durch die Gerade dv gehende eentralprojizierende Ebene. Die 
beiden Tracen Py und Pb einer derartigen Ebene fallen bekannt- 
lich mit der Centralprojektion dv zusammen. 

Bestimmen wir für die besagte Ebene das unigolegfco Projek- 
tionscentrum Co, und verhinden wir dasselbe mit dem Fluchtpunkte V 
der Geraden, so ergibt sich, wie bekannt, in C^v der um die Flucht- 
trace P« in die Bildebene umgelegte Pluchtstrahl. Da die umge- 
legte Gerade selbst zu C,, v parallel ist, so repräsentiert bereits der 
von C^V und E„ eingeschlossene Winkel dvCn = a die wahre 
Grösse des gesuchten Neigungswinkels. 

§58. 

32. Aufgabe: In einer Ebene ist ein Polygon durch seine 
Centralprojelition gegeben; es ist dessen wahre Grösse und 

Form durch ümlegung zu linden. 

Die Ebene des Polygons sei E„ E^ [Fig. 45, Taf. H]; die Cen- 
tralprojektion des letzteren abcde; endlich seien A und AC die 
Bestimmungsstücke für die Lage des Projektionscentrums im Baume, 

Obwohl nach den vorausgeschickten Darlegungen (§§ 51, 52, 
53, 55) über das Umlegen von Punkten und Geraden einer Ebene die 
vorliegende Aufgabe durchaus keine Schwierigkeiten bieteu kann, 
so wollen wir dieselbe dennoch namentlich aus dem Grunde durch- 
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füiireii, weil sich itherall dort, wo mehrere Punkte uuil Geraden 
eines ebenen Gebildes, beispielsweise die eines Polygons, umzulegen 
sind, die Konstruktion verechiedenartig vereinfachen lässt. 

Vor allem wird man auch hier, wie in den vorhergegangenen 
analogen Fällen, das nm Ey umgelegte Projektion scentmm C^ zu 
bestimmen haben. 

Verlängern mr beispielsweise zunächst die erste Polygouseite 
ab bis zu ihrem Schnitte mit den Tracen E, und Ei, der Ebene E 
des Polygons, wodurch man deren Fluchtpunkt V, und Durchstoss- 
punM dj erhält, so kann dieselbe auf bekannte Weise dadurch 
umgelegt werden, dass man durch d^ zu dem ihr entsprechenden 
Fluchtstrahle C^Vi die Parallele zieht und auf dieser mittels der 
Strahlen C(, a und Cq b die umgelegten Polygoneckpunkte a^ und b^ 
bestimmt. 

Hierdurch ist man nunmehr schon in die Lage versetzt, alle 
übrigen Punkte und Geraden des vorliegenden ebenen Gebildes 
durch ein abgekürztes Verfahren umzulegen und zu bestimmen. 
So wird etwa die zweite Polygonseite bc sofort umgelegt, wenn 
man bc bis zum Schnitte d^ mit Eb verlängert und d^ mit b(, ver- 
bindet. Auf dg b^ kann der umgelegte Eckpunkt c^ entweder mittels 
des Strahles Cq C oder auf nachstehende Art ermittelt werden. Man 
zieht in der Projektion die Diagonale ac, welche Eb in § trifft. 
Die Umlegung derselben erhält man als Verbind ungs gerade der 
Punkte a^ und 5. Der Schnitt von a^S mit d^ K bestimmt auf 
d^ b(| ebenfalls den verlangten Punkt Cg. 

Die Verlängerung von cd bis zur Traee Eb ergibt den Durch- 
stosspunkt dg; die umgelegte Seite ist sodann dgC^, während der 
Eckpunkt du derselben ' mittels des Strahles C^ d erhalten wird. 
Bestimmt man ferner den Schnitt V^ von de mit der Fluchttrace E„, 
so findet man die umgelegte Seite ii„B^ unmittelbar als die Par 
rallele durch d^ zu dem ihr zugehörigen Fluchtstrahle C„ v^ und 
in ihrem Schnitte mit Cge den Pnnkt e,,. Die ümlegnng der 
letzten Polygonseite ae ergibt sich durch blosse Verbindung der 
Punkte Bfl und e^. 

Aus den hier vollzogenen Konstruktionen ist ohne weiteren 
Kommentar zu ersehen, welcher Art die Vereinfachungen sind, 
die bei der Umlegung eines ebenen Gebildes auftreten. Nebenbei 
sei nur bemerkt, dass die Punkte d^, 5, d^ . . . , welche sich in der 
Bildflächtrace (Drehaxe) befinden und die Schnittpunkte von ab, 
ac, ed . . . mit der Bildebene repräsentieren, bei der Ümlegung 



y Google 



— 60 — 

um Eb selbstverständlich ihre Lage nicht ändern, also nuveväuclert 
bleiben. Im Laufe der nachfolgenden Aufgaben werden wir noch 
Veröinfachungen anderer Art kennen lernen, welche jedoch mehr 
oder weniger besonderer Art sind und teilweise spezielle Lagenbe- 
ziehungen voraussetzen. Ein Beispiel hierfür möge gleich das 
nachstehende Problem bieten, 

§59. 

33. Aufgabe: Die Centralprojehtion eines in einer gegel>enen 

Ebene liegenden Quadrates ist unter der Yoraussetzimg zu 

konstmicrcn, das« die Centrali>rojeUtiou der einen Qnadrat- 

seite als bekannt Torliegt. 

Die Ebene des Quadrates sei E^Eb [Kg. 46, Taf. II], die Ge- 
rade 12 stelle die Centralprojektion der gegebenen Quadratseite 
dar; ferner sei (A, C) das Projektionscentrum, dessen Umlegung C^ 
auf die bereits mehrfach b ). h n Art bewerkstelligt wurde. 

Vorstehende Aufgab k unt man dadurch lösen, dass man 
zuerst die Seite 12 um E n d B Idebene umlegt, in der Um- 
legung das Quadrat wirk! h hn t und schliesslich die Central- 
projektionen der übrigen "5 t n d h , ZnrÜckführung " bestiinmt. 

Die besonderen Lagenbeziehungen, welche zwischen den 
Seiten und den Diagonalen eines Quadrates herrschen, lassen je- 
doch eine einfachere und elegantere Erledigung der gestellten Auf- 
gabe zu. 

Verlängern wir nämlich die Seite 12 so weit, bis in Ev ihr 
Fluchtpunkt V erhalten wird, so wird der dieser Seite entsprechende 
um B, umgelegte Fluchtstrahl durch C^V dargestellt. 

Nachdem ferner die durch 1 und 2 gehenden Quadratseiten 
14 und 23 zu 12 senkrecht stehen, also auch untereinander pa- 
rallel sind, so wird der diesen Geraden entsprechende umgelegte 
Fluchtßtrahl C^Vi mit dem Fluchtstrahle CnV einen rechten Winkel 
bilden miisaeu. Demgemäss erhalten wir im Schnitte v^ von Ey 
mit dem durch C^ senkrecht zu CoV gezogenen Strahle den Flucht- 
punkt der vorgenannten Quadratseiten und in lV[ und 2Vj deren 
Centralprojelctionen. 

Halbieren wir femer den rechten Winkel vC^V^ durch den 
Strahl CuVa, so wird dieser, da er mit den Eluchtstrahlen C^v und 
CoVj der Quadratseiten den Winkel von 45" einsehliesst, den um- 



y Google 



~ 61 - 

gelegten Pluüitstrabl der einen Diagonale des Quadrates, und sein 
Schnittpunkt Vg mit E, den Fluchtpunkt der letzteren vorstellen. 
Die Verbind ungsgerade IVg bestimmt als Centralprojektion der 
Diagonale des gegebenen Gebildes auf der Geranien 2Vj den dritten 
Eckpunkt 3 des Quadrates, durch welchen Punkt schliessKeb die 
vierte Qnadratseite, als parallel mit 12, nach dem Fluchtpunkte v 
zu ziehen ist. 

§60. 

34. Aufgabe: Eine Ebene ist durch ihre Traccn nnd ihre 
Neig:iing gegen die Bildebene hestimmt; ferner ist die Cen- 
tralprojeküon eines in dieser Ebene liegenden gleichseitigen 
Dreieckes gegeben; est ist die läge des Projcktionsecntnims 
zn ermitteln. 

Seien E«, Ej, [Fig. 47, Taf. II] die Tracen der gegebenen 
Ebene E, und a (seitwärts gezeicbnet) ihr Neigungswinkel gegen 
die Bildebene; abc sei die Centralprojektion des in dieser Ebene 
liegenden gleichseitigen Dreieckes. 

Verlängern wir die gegebenen Centralprojektioneu ab, bc, ac 
der Dreieckseiten bis zu ihren Schnittpunkten V^, Vg und v^ mit 
E,, so erhalten wir in den bezeichneten Punkten ihre bezüglichen 
Fluchtpunkte v^, v^, V;,. 

Die um Ev in die Bildebene umgelegten Fluchtstrahlen der 
Dreieckseiten ab und ac müssen beziehungsweise durch die F'Iucht- 
punkte Vj und v^ gehen und, da das Dreieck im ßaume, also auch 
das um Eb umgelegte Dreieck ein gleichseitiges sein soll, den 
Winkel von 60° einschliessen, Nachdom aber der Scheitel dieses 
Winkels das umgelegte Projektionscentrum C^ darstellt, so folgt, 
dass letzteres auf jenem Kreise Kj liegen muss, welcher über V^Vg 
als Sehne den Winkel von 60° als Peripheriewinkel umfasst. 

Auf gleiche Weise ergibt sieh, dass auch die durch Vg und Vg 
gehenden umgelegten Pluchtstrahlen der Dreieckseiten ac und bc 
den Winkel von 60° einschliessen müssen, dass also das umge- 
legte Projektionscentrum Cf, auch auf jenem Kreise K^ liegen 
wird, welcher über der Sehne V^Vg den Winkel von 60° fasst, 
dass sich mithin Cy im Schnitte der beiden Kreise K^ und K^ er- 
geben muss. 

Verlängert man weiter die Projektionen ab, ac, bc bis zu 
deren Schnitten dj, dg und (Ig mit der Bildflächtrace Eb, und 



y Google 



— 62 — 

filhrt man durch die genannten Schnittpunkte die umgelegten 
Dreieckseiten be3iehung8weise parallel zu den betreffenden Flucht- 
Strahlen C^Vj, CijVa und CnVj, so erhalt mau sofort das umge- 
legte Dreieck a(pbDC(|, welches, den ausgeführten Konstruktionen 
zufolge, in der That gleichseitig ist. 

Es erübrigt noch die Bestimmung der Lage des Projek- 
tionscentrume. 

Wenn von C,, ans die Senkrechte CgAi auf E„ gefällt wird, 
welche E( in dem Nebenhauptpuukte A^ trifft, so wissen wir, 
dass auf dieser Seukreehten auch der Hauptpunkt A liegen muss, 
nnd dass sich die zu bestimmende ,, Distanz" als Kathete AC^ 
eines rechtwinkligen Dreieckes AAjCj ergibt, in welchem einerseits 
die Hypotenuse AjC^=;AjC5, und andererseits der der Kathete AC^ 
gegenüberliegende Winkel dem gegebenen Neigungswinkel a 
der Ebene Ev Eb gegen die Bildebene gleich ist. Die zweite Ka- 
thete AA, des besagten Dreieckes AA^Cj repräsentiert den Abstand 
des Hauptpunktes A von E,, während A selbst den Hauptpunkt, 
und AC^ die gesnchte Distann darstellt. 

§ 61- 
35. Aufgabe: Ein in der Bildebene gegebenes Tiereck soll 
die Centi'alprojektioii eines Quadrates von gegebener Seiten- 
lange Toi"steI]en; es sind die Tracen der Ebene dieses Qua- 
drates, das um die Fluebttraee umgelegte Projektionsccn- 
trum und das um die Bildflächtrace xungelegte Quadrat xa 
konati'uiercn. 

Das in der Bildebene gegebene Viereck sei abcd [Fig. 48, 
Taf. II], ferner sei X die wahre Grösse der Quadratseite. 

Die einander gegenüberliegenden Viereckseiten ab und cd 
sind der Voraussetzung nach die Centralprojektionen zweier 
einander gegenüberliegenden Quadratseiten, d. i. zweier parallelen 
Geraden von gleicher Länge; ihr gegenseitiger Schnitt Vj muss 
daher gleichzeitig ihr gemeinschaftlicher Fluchtpunkt seiu. Ebenso 
erhält man im Schnitte v^ von ad und bc den Fluchtpunkt der 
beiden anderen Quadratseiten. Die Verbindungsgerade dieser beiden 
Fluchtpunkte Vj nnd v^ wird somit bereits die Fluchttrace E« 
der Ebene des Quadrates vorstellen. 

Nachdem ferner die beiden Paare gegenüberliegender Quadrat- 
seiten aufeinander senkrecht stehen, so müssen auch deren um- 
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gelegte Fluchtstrahlen, d. h. jene Geraden, welche v^ und v^ mit 
dem {bisher noch unbekannten) umgelegten Ceutrum C^ veibinden, 
einen rechten Winkel bilden. 

Das umgelegte ProjektionacentrurQ C^ wird mithin auf dem 
über VjVg als Durchmesser gezeichneten Kreise K^ liegen. 

Denken wir nns weiter die Diagonalen ac und bd gezogen, 
und diese bis au ihren Fluchtpunkten v^ und v^ in E, verlängert, 
so haben wir ein neues Paar centralprojektivisch dargestellter Ge- 
raden, welche gleichfalls einen Winkel von 90° einschliessen. 

Das umgelegte Projektionscentrnm C^ wird also auch 
auf dem über v^v^ als Durchmesser beschriebenen Kreise K^, mit- 
hin im Schnitte von Kj und Kg liegen müssen. 

Denken wir uns nun beispielsweise jene Quadratseite, welcher 
die gegebene Centralprojelrtion bc entspricht, nach iSgC^ umgelegt. 
Wir wissen, dass bflCg zu dem umgelegten Flnchtstrahle Cf,v^ pa- 
rallel sein muss und ebenso ist bekannt, dass (nach dem Satze in 
§ 53) die Punkte b ^ und C« beziehungsweise auf den Verbiudungs- 
strahlen C^b und CqC liegen müssen. 

Nachdem überdies die umgelegte Quadratseite bfpCd die ge- 
gebene Länge \ besitzen soll, so werden wir zwischen den beiden 
Strahlen Cob und C,,c parallel zu C^Vg eine Strecke b,, Co von 
der Länge ), einzuschalten haben. 

Zu diesem Zwecke tragen wir auf dem Fluchtstrahle C^Vg von 
Cq ans die gegebene Strecke C(,y = \ auf, und durchschneiden 
CqC mittels der durch y parallel zu Cyb gezogenen Geraden in Cq. 
Die durch Cq parallel zu C^Vg geführte Gerade Oßbu wird nun- 
mehr die geforderten Eigenschaften besitzen, oder mit anderen 
Worten die den gestellten Bedingungen entsprechende, umgelegte 
Quadratseite vorstellen. 

Der so erhaltene, der Umlegnng b^C,, der Quadratseite und 
ihrer Centralprojektion bc gemeinschaftliche Punkt &g repräsen- 
tiert gleichzeitig den zugehörigen Durchstosspunkt Sg der ge- 
nannten Geraden mit der Bildebene, und die durch ihn pa- 
rallel zu Ey gezogene Gerade bestimmt die Bildfläehtrace E|, 
der Ebene des Quadrates. 

Die übrigen Seiten des Quadrates abcd sind nun auf bekannte 
Weise nach b^ ao, c^d^ und audy umzulegen resp. ist das Quadrat 
aQb^Cydf, aus der bereits ermittelten Seite bpC^ mit Zuhilfenahme 
der centralen Projektion abcd desselben zu ergänzen. 
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Die Tftilungsimnkte und der Teilkreis einer eentralprojeli- 
ÜYiseli dargestellten Geraden. 

In § 56, Aufgabe 30 haben wir bereits eine Metbode kennen 
gelernt, die wahre Grösse einer centralprojelttiviscb dar- 
geatellten geradlinigen Strecke zu ermitteln. Die nachfol- 
genden Betrachtungen werden eine zweite Lösungsweiae der an- 
gefahrten Aufgabe liefern. 

Denken wir uns auf einer Geraden I = dv [Fig. i9, Taf. IIT] 
eine Strecke ab gegeben, deren wahre Grösae au bestimmen ist. 

Wir legen zu diesem Zwecke durch dv eine beliebige Ebene 
E, Eb, bestimmen dasumE, umgelegte ProjektionscentrumC,,, 
ferner ermitteln wir mit Hilfe des Fluchtstrahles C„ v die umge- 
legte Gerade lo und auf dieser die umgelegten Punkte a^ und b^ 
mittels der Strahlen C^ a und Cq b. Es repräsentiert sodann, wie 
bekannt, a^ b^ die gesuchte wahre Grösse von ab. 

Drehen wir nun die Gerade l,, samt den Punkten a^ und bo 
nm den Durch stosspunkt d so lange, bis sie mit der Bildfläeh- 
trace Ej, der beliebigen durch 1^ gelegten Ebene E zusammenfällt. 

Wir übertragen somit die Längen da,, und dbg von d aus in 
die Bildebentrace Eb nach da resp. dß, so, dass aß^^a^bo eben- 
falls die wahre Grösse von ab repräsentiert. Verbinden wir a^ 
mit a. und b^ mit ß , so müssen diese Verbin dungageraden a,, a 
und bflß selbstverständlich zu einander parallel sein. Diese bei- 
den Geraden a^ a und b,, ß, welche offenbar gleiche Winkel mit der 
Bildflächtrace der durch dv gelegten Ebene E und der zu teilenden 
Geraden Iq einschliessen , können offenbar als die Umlegungen 
zweier in der Ebene EyE], liegenden parallelen Geraden betrachtet 
werden. Die Centralprojektionen der bezeichneten Geraden 
ei^eben sich ohne weiteres als die Verbin dungageraden act und bß. 

Da die umgelegten Geradon a^a und b(^ß parallel sind, 
so müssen deren Centralprojektionen aa und bß einen ge- 
meinschaftlichen Fluchtpunkt besitzen, d. h. sie müssen die 
Plucbttrace Ev in einem und demselben Punkte! schneiden. 

Der diesem Fluchtpunkte T entsprechende iimgelegte Flncht- 
strahl CqT wird aelbstverständlich parallel zu a^a und b^ß sein. 
Aus der Ähnlichkeit der sich so ergebenden Dreiecke CqVT und 
Bq d a folgt, dass 
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ist, dasa also T im Schnitte der Fluchttrace E, mit dem aus 
dem Fluclitpankte V mit dem ßadius vCq, d. i. der wahren 
Grosse des der gegebenen Geraden I zugehörigen Fluchtstrahles, 
beschriebenen Kreise Tk erhalten wird. 

Hieraus ist leicht erkennbar, dass die wahre Grösse einer een- 
tralprojektivisch gegebenen Strecke ab, auch durch nachstehende 
Konstruktion gefunden werden kann. 

Man durchschneidet die Fluchttrace Ev derjenigen Ebene E, 
welche durch die gegebene resp. zu teilende Gerade dv gelegt 
wurde, mit dem aus dem Fluchtpunkte v der besagten Geraden 
(als Mittelpunkt) durch C^ (d. i. dem in die Bildebene um die je- 
weilige Fluchttrace Ev der Ebene E umgelegten Projektionscentrum) 
geführten Kreise Tu in T, und projiziert von T aus mittels der 
Strahlen Ta und Tb die Central projelction ab in die ßihlflächtrace 
E), nach aß. Die so erhaltene Strecke aß repräsentiert bereits die 
gesuchte wahre Länge von ab. 

Der Kreis Tk schneidet selbstverständlich die Fluchttrace Ev 
noch in einem zweiten Punkte T' . Es dürfte überflüssig sein, be- 
sonders hervorzuheben, dass diesem Punkte T' dieselben Eigen- 
schaften wie dem Punkte T zukommen. Wenn man also von T' 
aus die perspektivisch gegebene Strecke ab in die Bildebene resp. 
in die Bildebentrace E|, nach «' ß' projiziert, wird offenbar auch 
a' ß' ^ aß die wahre Grösse von ab vorstellen. Hierbei findet 
man gleichzeitig, dass a' ß' und aß gegen den Durchstosspunkt d 
symmetrisch hegen. 

Die beiden soeben ermittelten Punkte T und T' pflegt man 
die „Teilpnnkte oder Teilungspunkte der Geraden dv für 
die Ebene EvEb" zu nennen. 

Die besagten Punkte T und T' sind dem Wesen nach die 
Fluchtpunkte jener beiden Parallclseharen von Geraden 
in der Ebene EvEb, welche mit der Geraden dv und der 
Bildflächtrace Eb gleiche Winkel einschliesseu. 

Der Teilpunkt T ist somit nichts anderes als der Flucht- 
punkt paralleler Teilstrahlen, wobei wir unter der letzteren 
solche Geraden verstehen, die mit der zu teilenden Geraden P 
und der Bildflächtrace irgend einer durch I gelegten Ebene E 
gleiche Winkel einschhessen. 

Passen wir auch die weiteren Ergebnisse unserer Betrachtungen 
kurz zusammen, so finden wir in bezug auf die Lage des Teil- 
punktes, dass derselbe stets in der Fluchttrace der beliebigen 
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durch I geführten Ebene E liegt und vom Fluchtpunkte v der 
zu teilenden Geraden I in einem Abstände sich vorfindet, welcher 
der wahren Grösse des der zu teilenden Geraden entsprechen- 
den Fluchtstrahles gleich ist. 

Jeder Geraden entsprechen, da durch dieselbe unendlich viele 
verschiedene Ebenen geführt werden können, aneh unendlich 
viele Teilpunkte, und zwar je zwei in der Pluchttrace jeder der 
Ebenen, welche durch eine gegebene Gerade gelegt werden können. 
Es läsat sich ferner leicht nachweisen, dass alle diese Teil- 
punkte auf dem bereits bestimmten Kreise Tii liegen. 

Legen wir zu diesem Zwecke durch dv eine beliebige zweite 
Ebene ElEI,, und bestimmen wir wieder das um El, umgelegte 
Projektionscentrum CJ. Die beiden in El, liegenden Teilpunkte T^ 
und T', erhalten wir, so wie vorher, im Schnitte von E, mit jenem 
Kreise, welcher aus dem Mittelpunkte V mit dem Radius CJv be- 
schrieben wird. 

Nun repräsentiert aber CJv den um E', umgelegten Flucht- 
strahl der Geraden dv, während die Strecke Cjv die wahre 
Grösse der Entfernung des Projektionscentrums im 
Räume von dem E'luchtpunkte v vorstellt. 

Aus dieser einfachen Bemerkung folgt aber unmittelbar, dass, 
da die besagte Strecke von der Lage der durch dv gelegten 
Ebene ganz und gar unabhängig ist, also für alle durch dv 
geführten Ebenen dieselbe bleibt, auch C,,V=:CJV^ . . . sei, 
und dass folglich für die sämtlichen durch v gehenden Flucht- 
tracen die entsprechenden umgelegten Projektionscentra C^,, 
CJ, C^i . . . , und mithin auch alle dem Fluchtpunkte v zukommen- 
den Teilpunkte auf einem und demselben Kreise Ti,, wel- 
chen man den „Teilkreis" zu nennen pflegt, liegen müssen. Es 
gilt sonach der Satz: 

„Der geometrische Ort aller Teilpunkte, welche einer gegehmm 
Geraden enispr ecken , ist Jener Kreis, welcher den Fluchtpunkt der 
Geraden zum Mittelpunkt hat, und dessen Radius gl^ck ist der 
wahren Grösse des der zu teilenden Geraden entsprechenden Flucht- 
strahles oder, mit anderen Worten, gleich ist dem Abstände des Jewei- 
ligen Fluchtpunktes der Geraden vom Projektionscentrum im Baume." 
Bemerkung. Die Bestimmung resp. Konstruktion der 
wahren Grösse von ab [Fig. 49, Taf. III] vermittels Umle- 
gung der Geraden l = dv nach l„, kann stets auch als Teil- 
punktkonstruktion aufgefasst werden. 
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Die beiden beziehungsweise durch V und d gehenden parallelen 
Geraden C^v und 1,, kann man dann gleichsam als die Traeen hv, h|, 
einer durch dv gelegten Hilfsebene deuten. Es repräsentiert dies- 
falls Co einen der beiden Teilpunkte der Geraden ttv in der Ebene 
hvhb, und a^bu die auf der Bildflächtrace hb^lo abgeschnittene 
wahre Grosse von ab. 

§ 63. 

Da der Mittelpunkt für den Teilkreis einer Geraden der 
Fluchtpunkt der letzteren, und der ßadias des Teilkreises 
gleich dem Abstände dieses Fluchtpunktes vom Projektionseentrum 
im Räume ist, so folgt unmittelbar, dass untereinander pa- 
rallele Geradeu einen und denselben Teilkreis besitzen. 

Ebenso leicht findet man, dass der Teilkreis einer zur Bildebene 
senkrechten Geraden mit dem „Distanzkreise" zusammenßillt. 

Gerade Linien,- welche zur Bildebene parallel sind, be- 
sitzen keine eigentlichen Teilkreise. 

Da nämlich in dem Falle, als eine Gerade zur Bildebene 
parallel ist [so wie beispielsweise die Gerade I in Fig. 50, Taf. III], 
der Fluchtpunkt derselben in unendlicher Entfernung liegt, 
mithin auch dessen Entfernung vom Projektionseentrum unend- 
lich gross ist, kann man im uu eigentlichen Sinne jede beliebige 
zu I senkrechte Gerade im Endlichen als den Repräsentanten 
des entsprechenden Teilkreises betrachten. Es wird mithin auch 
gestattet sein jeden beliebigen Punkt T der Fluchttraee h, einer 
durch die Gerade I gelegten Ebene h,hi, als „Teilpunkt" für 
die zur Bildebene parallele Gerade I aufzufassen. 

Dass ein solcher beliebig gewählter Punkt T der Fluchttraee 
h, thatsäehlich als Teilpunkt verwendet werden kann, d. h. dass 
derselbe irgend eine auf der Geraden I gegebene Strecke ab auf 
die Bildflächtrace hu in wahrer Grösse aß projiziert, geht 
einfach auch daraus hervor, dass abaß [Fig. 60, Taf. III] die 
Centralprojektiou eines Paralielogrammes, und die Strecken a b und 
aß die Centralprojektionen zweier seiner Gegenseiten darstellt, 
von welchen die letztere, aß, unmittelbar in der Bildebene liegt. 

§ 64. 

S6. Aufgabe: Auf eine gegebene Ebene ist eine senkrecht« 

Gerade zu fällen. 

Nachdem die sämtlichen auf einer Ebene E senkrecht stehen- 
den Geradon, als untereinander parallel, einen gemeiuschaft- 
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licten Fluclitpunkt Vs besitzen, so wird es sieh bei der Ijösiing 
der vorliegenden Änfgabe vor allem um die Lage dieses Flucht- 
punktes handeln. 

Der Fluchtpunkt Vs al 1er zur Ebene E senkrechten Geraden S 
ist somit der Schnittpunkt der Bildebene BE mit dem Flacht- 
strahle 5 der zu bestimmenden Senkrechten, d. h, mit jenem Strahle 
Cvs [Fig. 61, Taf. III], weicher durch das Projektionscentrum C 
senkrecht zu der gegebenen Ebene E, also auch senkrecht zu der 
der letzteren entsprechenden Fluehtebene VE geführt wird. 

Denken wir uns durch diesen Fluchtstrahl Cvb und durch den 
Hauptstrahl CA eine Hilfsebene gelegt. Diese Ebene wird, da CVj 
senkrecht zur Ebene VE, und CA senkrecht zur Bildebene BE ist, 
selbst senkrecht zu deu beiden Ebenen VE und BE, mithin auch 
senkrecht zur Schnittgeraden der beiden letzteren, d. i, senkrecht 
zur Fluehttrace E, sein müssen. 

Hieraus folgt aber, dass die genannte Hilfsebene die Bild- 
ebeue BE in einer Geraden ö' schneidet, die durch die beiden Punkte 
A und V» geht, und nebstbei auf der Fluehttrace Ev senk- 
recht steht. 

Dementsprechend wird also der gesuchte Fluchtpunkt Vs in 
Jener Geraden e' der Bildebene BE liegen, welche durch den Haupt- 
punkt A senkrecht zur Fluehttrace E, der Ebene E geführt wird. 

Die vorerwähnte, durch Cvs and CA gelegte Hilfsebene schnei- 
det ferner die Fluchtebene VE in der durch C gehenden, zu E, 
senkrechten Geraden CA^. Selbstverständlich muss diese Gerade, 
sowie überhaupt jede in VE durch C geführte Gerade, auf dem 
Fluchtstrahle ö^Cvs senkrecht stehen. 

Demnach sind die in der Hilfsebene liegenden Geraden CAj^ 
und CVg die Katheten eines rechtuinkligen Dreieckes A^Cvs/ dessen 
Hypotenuse A^Vg in die Bildflächtrace der Uldflächproßzierenden 
Hilfsebene KCvs fäÜt, und dessen Höhe durch die Distanz CA dar- 
gestellt wird; oder mit anderen Worten: Die Distanz CA ist die 
mitäere geometrische Proportionale zwischen den Abständen AA, und 
AVg des Hauptpunktes A von der Fluehttrace E, und dem Flucht' 
jmnkt Vs der Normalen zur Ebene E, Eb- 

Mit Hilfe dieser Beziehungen bietet die Konstruktion des Nor- 
malenfluchtpunktes Vs zu einer gegebenen Ebene E,Eb 
[Fig. 52, Taf. III] keine Schwierigkeiten. 

Wir haben nämlich zu diesem Zwecke auf Grund der vor- 
stehenden Betrachtungen bloss durch den Hauptpunkt A die zu E, 
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Senkreclite AAj zu ziehen und hierauf das rechtwinklige Dreieck 
AjC^Vs so zu konstruieren, dass die zu AAj senkrechte Gerade ACj 
der gegebenen Distanz gleich, und der Winkel A^ C^ v» ein rechter 
Winkel wird. Der sich hierbei ergebende Dreieckpunkt Vj repräsen- 
tiert sodann den gesiichten „Normalenfinchtpunkt". 

In dem Dreieclüe A^C^Vs [Fig. 51 und Ö2, Taf. III] repräsen- 
tiert AVs die orthogonale Bildflächprojektion ff' des Fluchtstrahles « 
der zur Ebene E normalen G-eraden; A^ Cj den Schnitt der Flucht- 
ebene (C, E,) oder VE mit der durch das Centmm C, resp. durch 
den Hauptistrahl AC und durch den der Normalen s zur Ebene E ent- 
sprechenden Fluehtstrahl 5 gelegten bildflächp rejizierenden Ebene, 
umgelegt um AA^ in die Bildflache, und CiVs^Oo ^^^ gleichfalls 
um die Trace AVs der besagten bildfiächprojizierenden Ebene in 
der Bildebene umgelegten FluchtstraU. 

Jede behebige durch Vg geführte Gerade Va ti repräsentiert so- 
mit die Centralprojektion einer zur Ebene EyEi, senkrech- 
ten Geraden. 

Soll die Terlangte Senkrechte zur Ebene E überdies durch 
einen gegebenen Punkt p gehen, so hat mau einfach (wie in 
Aufgabe 6) den Träger d^Vj dieses Punktes durch einen anderen 
dgVs zu ersetzen, welcher Vs zum Fluchtpunkt hat. 

Da weiter jede Ebene F, welche zu einer zweiten Ebene 
E senkrecht ist, eine Gerade enthalten muss, welche auf 
der letzteren senkrecht steht, so ist einleuchtend, dasa, wenn 
beispielsweise durch eine Gerade d^Vi [Fig. 52, Taf. III] eine 
Ebene F senkrecht auf die gegebene E,Ej, geführt werden 
soll, die Fluchttraee F, der Ebene F durch den Normalen- 
finchtpunkt Vs von E gehen und gleichzeitig den Fluchtpunkt Vj 
der gegebenen Geraden d^v^ enthalten muas. 

Die verlangte durch d^V^ geföhrte, zur Ebene E senkrechte 
Ebene F wird sonach durch FvFt dargestellt erscheinen. 



§65. 

37. Aufgabe: Durch einen gegel)enen Punkt ist eine Ebene 

senkrecht zu einer gegebenen Geraden zu führen. 

Wie sofort einleuchtend, ist die vorliegende Aufgabe eine 
blosse Umkehrnng der vorhergehenden. 

Nachdem nämlich alle zu der gegebenen Geraden dv [Fig. 53, 
Taf. III] senkrechten Ebenen untereinander parallel sind, wer- 
den sie eine gemeinschaftliche Fluchttraee besitzen, und der 
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Normalenfluclitpunkt der letzteren wird kein anderer ab der 
Fluchtpunkt V der gegebenen Geraden sein. Hiemach ergibt sich 
unmittelbar folgende Konstruktion für die obgenannte Flucbt- 
trace Ey. 

Man wird, (da der Normalenfluchtpunkt V, der Haupt- 
punkt A und der Nebenhauptpunkt A^ der auf einer Geraden 
vd senkrecht stehenden Ebene E, und umgekehrt, in eine und 
dieselbe Gerade vAAj fallen, welche zu der Fluchttrace E„ der 
betreffenden Ebene E normal steht), die Gerade vA ziehen, senk- 
recht zu derselben die Strecke AC, gleich der Distanz auftragen, 
und zu vC[^ öfl, d. i. zu den um vA in die Bildebene umgelegten 
Fluchtstrahl der Geraden dv = S, die Normale C,A, führen. Letz- 
tere ti-ifft vA im Punkte A^, 

Die zu vA durch A^ senkrecht gezogene Gerade Ev bestimmt 
bereits die Fluchttrace der verlangten zu dv senkrechten Ebenen, 
da in anbetraeht der durchgeführten Konstruktion v den Normalen- 
fluchtpunkt und Af den Nebenhauptpunkt der Ebene E, also einen 
Punkt der Fluchttrace Ei der gesuchten Ebene E repräsentiert. 

Nachdem die zu dv senkrechte Ebene Ey Ei, durch den auf 
den Träger Ü^Vj gegebenen Punkt p {§ 22, Aufgabe 8) zu legen 
ist, wird man den Träger d^v, durch einen anderen d^Vj, dessen 
Fluchtpunkt V^ in E, liegt, zu ersetzen haben, und hierauf durch 
dg die Bildflächtrace Eb parallel zu E, führen, um in EtEv die 
Ebene dargestellt zu erhalten, welche durch p geht und zu vd 
senkrecht ist. 



38. Aufgabe: Es ist der Nelgimgswinkel einer Geraden mit 
einer Ebene zu bestimmen. 

Da man unter dem Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 
Ebene jenen Winkel versteht, welchen die Gerade mit ihrer ortho- 
gonalen Projektion auf die besagte Ebene einaehliesst, so wird man 
folgendermassen zum Ziele gelangen. 

Wir werden vor allem durch die gegebene Gerade dv [Kg. 64, 
Taf. III] eine zu der gleichfalls gegebenen Ebene EvEb senk- 
rechte Ebene F|,F„ legen, um im Durchschnitte Vg d^ der beiden 
Ebenen E, Eb und Fy Fb die obgenannte orthogonale Projektion 
von dv auf E, Eb zu erhalten. 

Zu besagtem Zwecke werden wir demnach den Normalen- 
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flucMpunkt v^ der Ebene EyEb 7.n ermitteln, und diesen mit v zu 
verbinden haben, um die Flnehttrace F^ der vorbezeiclineten Hilfs- 
ebene F, Fb zu erhalten. Der Schnittpunkt v^ von E„ und F, ist 
bereits der Fluchtpunkt der orthogonalen Projektion von dv 
anf EyEj,. 

Es erübrigt somit nur noch, die wahre Grösse Ne = vCoV2 
dea Winkels vpv^ zu ermitteln, welchen die eben gefundene ortho- 
gonale Projektion v^d^ mit der gegebenen Geraden dv selbst ein- 
schliesst. Die wahre Grösse Ne^vCoVa des verlangten Nei- 
gungswinkels wird sich sofort durch Umlegung (Aufgabe 27) 
der der Ebene FyFt entsprechenden Fluchtebeue ergeben, indem 
wir diese letztere samt den den beiden in F, liegenden Flucht- 
punkten V und Vg zukommenden Fluchtetrahlen um Fv in die Bild- 
ebene nach C^V und CoV^ hineindrehen. 

Eine zweite Konatruktionsmethode beruht auf der fol- 
genden Eigenschaft. 

Bestimmt man die orthogonale Projektion I einer Geraden L 
auf eine Ebene E, und führt man gleichzeitig durch einen Punkt 
von L eine Senkrechte s zu der Ebene E, so bilden bekanntlich 
die drei Geraden L, I und S ein rechtwinkliges Dreieck, in wel- 
chem der Winkel zwischen L und I der Neigungswinkel von L 
gegen E, und der Winkel zwischen L und s der Komplement- 
winkel dea ersten ist. 

Ermitteln wir daher wieder den Normaleufluchtpunkt Vj der 
gegebenen Ebene E,E|, [Pig- ö5, Taf. III] und bestimmen die wahre 
Grösse y des Winkels, welchen die beiden den Flaehtpunktea V 
und Vj entsprechenden Pluchtstrahlen bilden, durch Um- 
legung um VVj = e, nach vCgV;, so wird der zu diesem Winkel y 
gehörige Komplementwinkel N6=SCoV=90° — y den ge- 
suchten Neigungswinkel der Geraden dv mit der Ebene 
E,Ei, in wahrer Grosse darstellen. 

§ 6"?- 

39. Aufgabe: Es ist der Tfeigungswinkel zweier Ebenen EvEb 

und F,Fb zu bestimmen. 

Der Neigunga winket zweier Ebenen wird bekanntlich als jener 
Winkel definiert, welchen die Schnittgeraden der beiden Ebenen 
mit einer zn ihrer gemeinsamen Geraden senkrechten Ebene 
untereinander bilden. 

Hieraus ist unmittelbar ersichtlich, in welcher Art und Weise 
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die graphische Darchfuhrnng für die Lösung der vorliegenden 
Aufgabe zn realisieren ist. 

Da alle Geraden und Ebenen bei centralprojektivischer 
Daratellnng zu ihren bezüglichen Pluchtelemeuten parallel sind, 
so ist einlencbtend , dass jede Winkelbestimmung unmittelbar au 
den letzteren selbst vorgenommen werden kann. 

Sind nun E„ und F„ [Fig. 56, Taf. ni] die Fluchttracen der 
beiden gegebenen Ebenen E und F, so wird deren Schnittpunkt v 
den Fluchtpunkt, der Schnittgeraden von E und F vorstellen und 
da die Fluehtebenen den nämlichen Winkel wie die gegebenen 
Ebenen selbst einschlicsaen, wird es sich weiter um die Bestimmung 
dieses Winkels, beziehungsweise um jenen Winkel handeln, welchen 
die den Schnittgeraden der Ebenen E und F mit der Ebene des 
Neigungswinkels entsprechenden Fluchtstrahlen miteinander bilden. 

Bestimmen wir demnach (wie in Aufgabe 37) die Fluchttraee S „ 
jener Ebene, welche durch das Projektion scentrum C geführt zu 
der in v verschwindenden Schnittgeraden Cv der Fluchtebenen senk- 
recht steht, so wird dieselbe die Fluchttracen E, und F, beziehungs- 
weise in den Funkten Vj und v^ treffen, welche, den obigen Er- 
örterungen gemäss, die Fluchtpunkte der Schenkel des gesuch- 
ten Neigungswinkels Ne vorstellen. 

Der besagte Winkel wird in wahrer Grosse Ne = ViCoVj 
sofort erhalten, wenn man die den Punkten v^ und v^ entsprechen- 
den Fluchtatrahlen CVj und Cv^ um Sv in die Bildebene nach CyV^ 
und CflVg umlegt. 

§68. 

Zweite Lösungsmethode der vorstehenden Aufgabe. 

Es kann leicht vorkommen, dass die vorher gefundenen Punkte 
Vi und V3 nicht mehr innerhalb der Grenzen der Konstruktions- 
ebene erhalten werden. 

In diesem Falle kann der Neigungswinkel der beiden 
Ebenen E und F auch wie folgt ermittelt werden. 

Denken wir uns durch einen beliebigen Punkt P zu den bei- 
den Ebenen E und F [Fig. 57, Taf. III] die Senkrechten s, und S^ 
gezogen, so bestimmen die letzteren eine Ebene, welche auf den 
beiden Ebenen E und F, also auch auf der Schnittgeraden S bei- 
der senkrecht steht. 

Besagte Ebene schneidet daher die beiden gegebenen Ebenen 
£ und F in zwei Geraden l^ und 1^, welche den Neignngs- 
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winbel Ne von E nnd F bilden. Nachdem aber Sj und s^ be- 
ziehungsweise auf li und Ij aenkrecht stehen, so ist der Winkel, 
den diese miteinander einschliessen , ebenfalls gleich Na oder mit 
anderen Worten: Zwei sich schneidende Geraden, welche auf swei 
Ebenen senkrecht stehen, schUessen denselben Winkel ein, me diese 
Ebenen. 

Um daher den Neigmigswinliel N^ der beiden Ebenen Ey 
und Fv [Pig. 58, Taf. III] in wahrer Grösse zw ermitteln, kon- 
struieren wir die diesen Ebenen entsprechenden Normalen- 
fluehtpunkte V und v' und bestimmen den Winkel der ihnen 
zugehörigen Fluchtstrahlen. Letzteres kann durch Umlegung der- 
selben um S, = vv' in die Bildebene nach C^V und C^v' geschehen. 

Im Yorliegendeu Falle jedoch wurde diese Umlegung in einer 
von der allgemeinen Methode abweichenden, einfacheren Art be- 
werkstelligt. 

Gelegentlich der Konstroktion der Normalenfluchtpuukte V 
und v' erhalten wir nämlich gleichzeitig auch die wahren Grössen 
Ci, = CiV reap. ö'^^CJv' ihrer Entfernungen vom Projek- 
tionscentrum oder mit anderen Worten die wahren Grössen der 
den betroffonden Punkten entspi'echenden Fluchtstrahlen. 

Selbstverständlich muas das um Sv = vv' in die Bildebene 
umgelegte Projektionsceutrum Cg die nämlichen Entfernungen C^V 
resp. C|v' von V und v' besitzen. Man erhält daher C,, im Schnitte 
der beiden aus v und v' durch Cj beziehungsweise C| beschriebenen 
Kreisbögen, so daas Co den Scheitel und Ne = vCQV' die gesuchte 
wahre Grösse des Neigungswinkels der beiden Ebenen E und F 
darstellt. 



40. Aufgabe: Es ist der Abstand eines Punktes von einer 
Ebene zu ermitteln. 

Um die wahre Grösse der Entfernung, eines (auf dem 
Träger ^tp) gegebenen Panktes p von einer gleichfalls gegebenen 
Ebene EyEb [Pig- 59, Taf. III] zu finden, stellen wir diesen Ab- 
stand, auf Grund der vorliegenden Bestimmungstücke , zunächst 
centralprojektivisch dadurch dar, dass wir (wie in Aufgabe u6) 
vermittels des der Ebene E„ Eb entsprechenden Normalenfluch t- 
punktes Vj durch p die Senkrechte Vsp zu der besagten Ebene 
führen, und den Schnittpunkt a von E mit Vgpd mittels der be- 
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reits vorhaiidenen diircli pVs und §9 gehenden Hilfsebeiie hyhi, 



irt die Strecke ps bereits die Gentral- 
projektiou des gesuchfcea Äbstandes. Die wahre Grösse der- 
selben kann nun einfach mittels eines Teilpunktea der Geraden 
Vsp konstruiert werden. Nachdom aber diesfalls schon gelegent- 
lich der Bestimmung des Normal enflnchtpunktes Vg der Abstand 
des Teilpunktes vom Projektionaeentrum durch die Strecke VsCj 
angegeben wurde, so wird (nach den Erörterungen des § 62) der 
eine Teilpunkt T der Geraden Vsp für die Hilfsebene h,hb direkt 
dadurch erhalten, dass man auf der Fluchttrace h, vom Flucht- 
punkte Vs die wahre Länge VsCj des der Geraden Vsd zugehörigen 
Fluehtstrahls nach T aufträgt. 

Projiziert man endlieh von T aus den gegebenen Punkt p und 
den Fnsspunkt 6 der Seokrechten Vgd auf die Bildflächtrace h), 
nach p' und a' , so wird durch p' a' bereits die wahre Grösse 
von ps, d. i, die wahre Grosse des Abstandes des Punktes 
p von der Ebene EyEh angegeben. 

Eine zweite einfache Lösung der vorstehenden Aufgabe 
wäre auch die, dass man durch den gegebenen Punkt p eine 
Ebene e^^b parallel zu EyEb legt und den Abstand dieser 
beiden Ebenen voneinander bestimmt, 

§70. 

41. Aufgabe: Es ist die wahre Grösse des Abstamlcs zweier 
parallelen Ebenen zn ermitteln. 

Da der Abstand zweier parallelen Ebenen durch den Abstand 
der Punkte, in welchen dieselben von einer zu ihnen senkrechten 
Geraden getroffen werden, gemessen wird, oder, was auf dasselbe 
hinausläuft, durch den Abstand zweier parallelen Geraden 
bestimmt wird, in welchen diese Ebenen von einer beliebigen dritten 
zu ihnen senkrechten Ebene geschnitten werden, so wird man am 
einfachsten folgendermassen zum Ziele gelangen. 

Seien EyEij und E,Eb [Fig. 60, Taf. TII] die beiden gegebenen 
zu einander parallelen Ebenen. 

Denken wir uns durch das Projektionscentruui C jene zur 
Bildebene senkrechte Ebene P gelegt, deren Bildflächtrace Pj, die 
durch den Hauptpunkt A senkrecht zu E, gezogene Gerade ist, so 
wird diese Ebene P, nachdem sie zu den Tracen Eb und E'b der 
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gegebenen Ebenen normal ist, auch aaf den beiden Ebenen E und 
E' , sowie auf der ihnen entsprechenden Fluehtebene senkrecht 
stehen. 

Hieraus folgt auf Grund der eingangs gegebenen Erklärung, 
dass der Abstand der beiden parallelen Schnittgeraden der 
Ebene P mit den Ebeuen E und E' , den Abstand der letzteren 
darstellen werde. 

Denken wir uns die Ebene P um ihre Trace Pb iu die Bild- 
ebene umgelegt, so gelangt das Projektions centrum C nach Cd- 
Die Gerade C^Aj stellt mithin den umgelegten Schnitt der 
Ebene P mit der Fluchtebene (C, E,) vor. 

Die Sehnittgeraden der Ebene P mit den Ebenen E und E' 
erscheinen in der Umlegung als jene zu C^h^ parallelen Ge- 
raden Ig und \\, welche durch die bezüglichen Tracenschnitt- 
punkte b und a gehen. 

SelbstTerstäüdlieh wird es genügen bloss die eine dieser Ge- 
raden, etwa \\ zu ziehen. Den gesuchten Abstand erhält man 
sodann als die Länge des von b auf l'„ gefällten Perpen- 
dikels bf. 

Berücksichtigt man, dass der ^fab :^ ^ C^AiA = ^rii, 
den Neigungswinkel der Ebene E gegen die Bildebene 
vorstellt, so ist nach der durchgefiihrten Konstruktion 
bf = ab sin nb- 

Uberträgt mau die Tracenentfernung ab von a aus auf 
l'„ nach ac und fällt von c eine Senkrechte cd auf Pb, so ist 
offenbar deren Länge gleich 

cd = ae . sintlb = ab . sin nj, ^ bf, 
woraus folgt, dass auch durch die Konstruktion dieses rechtwink- 
ligen Dreieckes afb in cd der gesuchte Abstand der beiden pa- 
rallelen Ebenen E,Eb und EyE'i, erhalten wird. 

Ist zu einer gegebenen Ebene E in einem gegebenen 
Abstände s eine zweite Ebene E' parallel zu führen, so 
werden die Sehlussfolgerungen, als die entgegengesetzte Aufgabe 
von der eben besprochenen betreffend, in umgekehrter Ordnung zum 
Ausdrucke gelangen. Dass diesfalls zwei symmetrisch gegen E 
liegende Ebenen der gestellten Bedingung entsprechen werden, ist 
selbst verständli ch , 
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42. Aufgabe: Est Ist der kürzeste Abstand zweier siel nicht 

schneidender Geraden, sowohl seiner läge als auch seiner 

wahren Grösse nach zu honstriiiereit. 

Stellen wir uns im Räume zwei sich nicht schueideiide jxlso 
nicht in einer Ebene liegende gerade Linien I, und Ig vor, so 
wird, wenn eine dritte Gerade existiert, welche die beiden Geraden 
Ij und I3 beziehunga weise in a^ mid a^ schneidet, nebstbei aber 
auf beiden zu gleicher Zeit senkrocht steht, leicht nachweis- 
bar sein, dass in diesem Falle die Strecke a^ag den kürzesten 
Abstand der beiden Geraden 1^ und Ig vorstellt, da die 
Entfernung irgend zweier Punkte vou Ij und Ig stets als die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes dargestellt werden 
kaun, in welchem die eine Kathete parallel und gleich lang mit 
a^ag ist. 

Wie die nachstehende Konstruktion zeigen wird, lässt sich 
immer eine solche kürzeste Strecke, wie a^a^, zwischen zwei 
sich nicht schneidenden Geraden einschalten. 

Die beiden gegebenen sich nicht sehneidenden (kreuzenden) 
Geraden seien d^ V^ = Ij [Pig. 61, Taf. lU] und daVa^^l,. 

Denken wir uns nämlich durch die eine der Geraden, etwa 
durch Ig, eine Ebene E^ parallel zur zweiten Geraden 1^ geführt, so 
hat jeder Punkt der letzteren von E^ die nämliche Entfernung k 
d. i. den gleichen senkrechten Abstand, und es wird sich 
daher, wenn es bloss darauf ankommt diesen Abstand k an und 
für sich zu bestimmen, nur darum handeln die Entfernung 
eines Punktes der Geraden 1^ von Eg festzustellen oder auch, wenn 
man durch 1; eine Ebene E^ parallel zu E^ führt, den Abstand der 
beiden parallelen Ebenen E^ und E^ zu ermitteln. 

Handelt es sich aber auch um den Ort dieses kürzesten 
Äbstandes, also um jene Stelle wo die besagte Strecke k zwischen 
Ij und Ig eingeschaltet auf beiden Geraden senkrecht steht und 1^ 
sowohl, als auch lg schneidet, so wird bloss zu erwägen seiu, dasa 
k, als senkrecht zu E^, offenbar in einer Ebene h,lib Hegen müsse, 
welche durch 1^ geführt senkrecht zu Ej steht. Denkt man sich 
demnach h,hi) gelegt und mit Eg zum Schnitte i ^ d' v^ gebracht, 
so wird £i die Gerade Ig in a^ treffen. Im letzteren Schnittpunkte 
eine Gerade k in der Ebene h senkrecht zu E^ gezogen, wird die 
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Gerade 1^ in a^ achneiden und, da I, parallel zu E^ ist, aucli auf 
dieser senkrecht stehen. Es wird sonaeh k^^aiBg den kürzesten 
Abstand von Ij nnd Ig repräsentieren. 

Die central projektivische Dnrclifüliriing des gestellten 
Problems kann demnach mit Zngnmdeiegung des Gesagten, wie 
folgt, geschehen. 

Verbinden wir die beiden Fluchtpunkte Vj und v^ der Geraden 
\, und Ig durch eine Gerade E,, so stellt diese, wie bekannt, be- 
reits die gemeinschaftliehe Fluchttrace zweier zu einander parallelen 
Ebenen vor, wovon die eine, E„Eb, durch d^Vj, die andere, EvE|, 
durch dg Vg geht. 

Konstruieren wir ferner den den genannten Ebenen EyEt und 
E„Eb entsprechenden Normalenfluchtpunkt Vs, und legen wir durch 
dl Vi eine Ebene h,hb, deren Fluehttraee ti, die Verbindungsgerade 
von v^ und Vg ist, so wird (nach § 64) die letütbezeichnete Ebene 
zu den beiden Ebenen E^ und E^ senkrecht stehen. 

Bestimmen wir weiter den Schnitt d' Vi der Ebenen h,hi, und 
E,E^, so wird dieser die in £,£§ liegende Gerade dgVg in einem 
Punkte Qj treffen, welcher mit Vs verbunden die Gerade s^^VsD 
liefert. Da diese Gerade VsD in der zu E^ und E^ senkrechten 
Ebene hyhb liegt, so befindet sich ihr Duchstosspnnkt D in hb und 
wird dieselbe offenbar mit der ebenfalls in der Ebene h,hb liegen- 
den Geraden d^Vj einen Punkt ai gemein haben müssen. Wir 
finden somit, dass die Gerade S = V8D einerseits die beiden ge- 
gebenen Geraden Ij und Ig in je einem Punkte aj resp. a^ trifft, 
und dass dieselbe andererseits auf den beiden Ebenen E^ und E^, 
also auch auf den in diesen Ebenen liegenden Geraden \^ und Ig 
senkrecht steht. 

Den anfänglich gepflogenen Erörterungen entsprechend, wird 
daher die Strecke aiH^ der Gera<len VaD in der That den kür- 
zesten Abstand k der beiden sich kreuzenden Geraden l^ 
und Ig seiner Lage nach darstellen. 

Um die wahre Grösse desselben zu ermitteln, benutzen wir 
jenen Teilpunkt T der Geraden Vgds, welcher in h, liegt. Der- 
selbe ergibt sich (wie in Aufgabe 40) durch Übertragung der 
Strecke VgCj nach VsT. 

Die Projektion a^ o^ der Strecke a^ a^ von T ans in die Trace 
hh repräsentiert die wahre Grösse des gesuchten kürzesten 
Abstandes. 
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§ 72. 

Die graphische Bestimmnng cler Neigtingswinkel von 
Geraden und Ebenen gegen Ebenen wurde im vorhergegan- 
genen bereits durchgeführt. 

Sehr häufig kommt es jedoch vor, daas Geraden oder 
Ebenen gegen andere Geraden oder Ebenen unter be- 
stimmten Winkeln za fuhren sind. 

Bei der Lösung derartiger Aufgaben werden gewöhnlieh die 
folgenden Sätze angewendet, welche sich direkt aus den in den 
§§ 6 und 8 angestellten Betrachtungen ergeben, sobald die dort 
mit BE, C, CA bezeichneten Elemente nicht speziell die Bildebene, 
das Proj ekt Jonscent rum und den Haoptstrahl, sondern allgemeiner 
beziehungsweise eine beliebige Ebene, einen beliebigen Punkt, 
und die von letzterem auf die erstere senkrecht geführte Ge- 
rade vorstellen. Es ergeben sich, dieses vorausgesetzt, sodann 
aus § 6 sofort folgende Sätze: 

„Der geomärische Ort der Schnittpunkte aUer durch einen 
festen Punkt gehenden Geraden mit einer Ebene, gegen welche sie 
sämtlich unter einem und demselben Winkel a geneigt sind, ist ein 
Kreis, dessen Mittelpunkt der Fusspunkt des von dem festen Punkte 
aus auf Jene Ebene gefüllten Perpendikels ist und dessen Radius 
sich als Kathete eines rechtmnkUgen Dreieckes ergibt, in welchem 
die sweUe Kathete der JJänge des genannten Perpendikels, und der 
derselben gegenvAerliegende Winkel gleich dem Neigungswinkel a ist." 

„Sämtliche gerade Linien, welche durch einen festen Punkt 
gehen, und mit einer durch diesen Punkt gehenden festen Geraden 
einen und denselben Winkel a einschliessen, bilden mit jeder zu der 
festen Geraden senkrechten Ebene ebenfalls einen und denselben 
Winkel u, und swar jenen, welcher a zu einem Bechten ergänzt." 

Ebenso erhält man darch die Betrachtangen des § 8 die Sätze: 

„Die Schnitlgeraden aller durch einen festen Punkt gehenden 
Ebenen mü einer festen Ebene, gegen welche sie unter einem und 
denselben Winkel a geneigt sind, berühren sämtlich einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt der Fusspunkt des vom festen Punkte auf die 
feste Ebene gefällten Perpendikels ist, und dessen Eadius sich als 
die Kathete eines rechtumkligen Dreieckes ergibt, in welchem die 
swmte Kathete der Länge des genannten Perpendikels, und der der- 
selben gegenüberliegende Winkel dem Neigungswinkel a gleich ist." 

„Sämäiche durch einen festen Punkt gehenden und gegen eine 
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feste Gerade unter einem und demselben Winkel a geneigten Ebenen 
sind «McÄ gegen jede zu der festen Geraden smhrechte Ebene gleich 
geneigt) und zwar ist der betreffende Neigungswinkel w derjenige, 
welcher den Winkel a. im 90° ergänzt." 

Ohne jedwelclie Schwierigkeit ist auch die Richtiglceit des 
nachatehenderi, zuweilen zur Verwendung gelangenden Satzes, nach- 
zuweisen: 

„Alle geraden Linien, wdche durch einen festen Punkt gehen, 
und zwischen diesem Punkte und einer festen Ebene eine unveränder- 
liche Länge l besitzen, sind gegen die feste Ebene gleich gew-igt. 
Der betreffende Neigungswinkel a ergibt sich aus einem rechtwinkligen 
Breiecke, in welchem die diesem Winkel gegenüberliegende Kathete 
gleich dem Abstände des festen Punktes von der festen Ebene, und 
die Hypotenuse gleich der obgenannten Länge l ist." 

§ 73. 

43. Aufgabe: Durch, einen gegebenen Pnnltt ist eine Gerade 

parallel zur Bildebene zu ziehen, welche mit einer gegebenen 

Ebene einen hestimniteii Winkel einschliesst. 

Sei p [Fig. 62, Taf. III] der mittels des Trägers 89 gegebene 
Punkt, E,Eb die gegebeue Ebene, und a (seitwärts gezeichnet) der 
gegebene Winkel. Die konstruktive Lösung des vorliegenden Pro- 
blems gründet sieh auf die im ersten Satze des § 72 ausgesprochene 
Eigenschaft. 

Bestimmen wir dem dort Gesagten entsprechend den der 
Ebene E,Eb zukommenden Normalenflueiitpunkt Vg und führen, 
mit Hilfe der durch den Träger §9 senkrecht zu E^Ej, gelegten 
Hilfsebene h„hh (hy^^tpVs), durch p die zu E„Ei, senkrechte Ge- 
rade Vspd; ermitteln wir ferner mit Zuhilfenahme des Schnittes 
d'v' der Ebenen EvEj, und hyhb den Schnittpunkt der Senkrech- 
ten Vsp mit EyEi,, so wird dieser Punkt der Mittelpunkt jenes 
Kreises K in der Ebene EyEb sein, welcher den Ort der Schnitt- 
punkte aller dnrch p gehenden gegen E,Eb unter dem Win- 
kel a geneigten Geraden repräsentiert. 

Bestimmen wir weiter (wie in Aufgabe 40) mittels des Teil- 
punktes T die wahre Gic^e icu dei Strecke po auf der Biid- 
flächtrace hh, und knnstiuieien mit ;uu als Kathete ein rechtwink- 
hges Dreieck irwp m 'welchem dei ^Ainkel (jpn: = ^a ist, so 
wird, dem angeführten Sitze gemäss die zweite Kathete up des 
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obbezeichneten Dreieckes TtMp den Radius des Kreises K in 
seiner wahren Grösse vorstellen. 

Da ferner die Aufgabe verlaugt, dass die durch p au führen- 
den Geiaden parallel 7111 Bildebene =!aeii so werden dieselben 
in der durch p gehenden zui Bililebeue paiallelen Ebene P liegen 
müssen die Schnittpunkte der besagten Geraden mit der Ebene 
EvEu weiden mithin in der bchmttgeraden S von P und EyEb '^^ 
suchen sein Diese Sehmttgerade s wurde mit Hilfe der durch S^ 
gelegten Hilfsebene (wie in Aufgabe 19) konstruiert. 

Die Schnittpunkte der -zu bestimmenden Geraden mit der 
Ebene EvEb können auf Grund dieser Erörterungen nur die ge- 
meinschaftlichen Punkte der Geraden s und des Kreises K sein. 
Um dieselben zu finden, legen wir s und K um Eb in die Bild- 
ebene um. Hierbei gelangt s nach Sq, während der umgelegte 
Kreis Kq jener ist, welcher aus dem umgelegten Punkte 0^ mit 
dem vorher bestimmten Radius pu beschrieben wird. 

Die Schnittpunkte a^ und b„ von S,, und Ko mittels der 
Strahlen C^ao und C^b^ nach a und b in 8 zurückgeführt, ergeben 
mit p verbunden, die Centralprojektionen 1^ und I3 der beiden 
der Aufgabe entsprechenden Geraden. 

§ 74. 

44. Aufgabe: Dnreli eine Gerade dv [Fig. 63, Taf. HI] ist eine 

Ebene zu legen, welche mit einer gegebenen Ebene e,eb den 

Winkel a clnscMleast. 

Das zur Lösung dieser Aufgabe nötige Hilfsmittel liegt iii 
dem dritten Satze des § 72. Da die zu bestimmende Ebene durch 
die Gerade dv gehen soll, so wird sie auch einen beliebigen auf 
dv gewählten Punkt p enthalten. Auf diesen letzteren wollen wir 
die weitere Konstruktion stützen. 

Da nämlich die verlangte Ebene durch p gehen und mit der 
Ebene 6,66 den Winkel a einschliesseu soll, so wird, dem voran- 
geführten Satze entsprechend, ihre Schnittgerade mit der Ebene 
OiGb jenen Kreis K, welcher den Ort der Schnittpunkte aller durch 
den gewählten Punkt p geführten gegen 8,66 unter dem Winkel 
a geneigten Geraden darstellt, in der letzteren berühren. Der- 
selbe kann genau auf dieselbe Weise, wie der Kreia K in der vor- 
hergehenden Aufgabe bestimmt werden. 

Wir werden somit wieder den der Ebene e.Bb entsprechenden 
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Normaieufluelitpmikt Vs koustniiereu, rlurcli dv die zur Ebene e^ßi, 
senkrechte Hilfsebene h,hb (hv =^ vVs) legen, und mittels dersel- 
ben den Fnaspnnbt o des von p aus auf S,Bb gefüllten Perpen- 
dikels pvs, d. i. den Mittelpmikt des Kreises K ermitteln. 

Wird femer anf der Bildflächtraee hb die wahre Grösse tcm 
von po mit Hufe des Teüpunlites T (in h„) bestimmt, nnd ein 
rechtwinkliges Dreieck TT up, in welchem ^MpTc^^a ist, kon- 
struiert, so erhält man in der Kathete up die wahre Grösse des 
Radius des Kreises K. 

Die Schnittgerade der zu suchenden Ebene mit der Ebene 
evöb musa einerseits eine Tangente des Kreises K sein nnd 
andererseits durch den Schnittpunkt 8 der Geraden dv mit der 
Ebene ßvCb gehen. 

Behufs weiterer Konstruktion legen wir s und K um Cb in 
die Bildebene um, wobei S nach 8^ gelangt, während K^ der aus 
0(1 mit dem Radius up beschriebene Kreis ist. 

Führen wir durch s^ an K^ die beiden mögliehen Tangenten 
IJ und 1^, welche die Bildflächtraee Bb beziehungsweise in d^ und 
dj treffen, und leiten wir aus der Umlegung deren Centralprojek- 
tiooen, die sich in 1^ =^sdj uud Ig =^sdg ergeben, direkt ab, so 
wird sowohl die Ebene E'„Eb, welche durch dv und sd^, als auch 
die Ebene E^, Eb, welche durch dv und sd^ gelßgt wird, den Be- 
dingungen der gestellten Aufgabe entsprechen. 

§ 75. 

Zweite Lösung: Sei wieder dv [Fig. 6i, Taf. TV] die ge- 
gebene Gerade, e^ea die Ebene und a. der Neigungswinkel der 
letzteren mit der zu suchenden Ebene E,Ei,. 

Die Flucbteheue (C, E,) wird einerseits, da sie mit der zu 
konstruierenden Ebene parallel ist, mit der gegebenen Ebene e,eb 
ebenfails den Winkel a. eiuschliessen , nnd anderseits den zu dv 
parallelen Fluchtstrahl Cv enthalten müssen. 

Wir werden daher diese Fluchtebene als jene Ebene kon- 
struieren, welche durch den Strahl Cv geht, und mit e,,eb den 
gegebenen Winkel a einschliesst. Zu diesem Zwecke bestimmen 
wir zunächst wieder den der Ebene 6,66 entsprechenden Normalen- 
fluchtpunkt Vs. Der vom Projektionseentrum nach dem Punkte Vs 
gehende Strahl ist sodann senkrecht zur Ebene 6,61, und schneidet 
dieselbe in einem Punkte, dessen Centralprojektion offenbar mit 
V3 zusammenfällt. 
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Alle durch das ProjektioiiBcentrvim geführten und gegen die 
Ebene e,eb unt«r dem Winkel a geneigten Ebenen, mithin aneli 
die zu bestimmende Flnchtebene (C, Ev) schneiden die Ebene 6,61, 
(Satz 3 in § 72) in Geraden, welche jenen Kreis K in der Ebene 
eyes berühren, dessen Mittelpnnkt ist und dessen Eadins sieh 
als Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes ergibt, in welchem die 
zweite Kathete gleich dem Abstand des Projektionscentrams von 
der Ebene eyeb, also gleich der Strecke Co, und der ihr gegen- 
überliegende Winkel gleich a ist. 

Zieht man durch den Schnittpunkt h von AVs und Gb eine 
Parallele zu AjCi, welche die Gerade C^Vs in dem Punkte u trifft, 
so ist leicht einzusehen, dass C^w bereits die wahre Grösse des 
Abstaudes des Projektionscentrnms von der Ebene e„eb repräsen- 
tiert. Konstruiert man nun das rechtwinklige Dreieck C^wp, in 
welchem der Winkel C^pw dem gegebenen Neigungswinkel et gleich 
ist, so wird die Kathete o p dieses Dreieckes den Radius des vor- 
I Kreises K in wahrer Grösse darstellen. 

Die zu zeichnende Flnchtebene (C, E,) soll aber auch den 
Fluchtstrahl des Punktes V enthalten; es wird mithin ihre Schnitt- 
gerade mit der Ebene evCi, durch jenen Punkt gehen, in welchem 
der genannte Pluchtstrabl die Ebene 6,6), schneidet, d. i. durch 
jenen Punkt von e„et, gehen müssen, dessen Centralprojektion S 
mit V zusammenfällt. 

Denken wir uns nun S und um B], nach s,, und o,, umge- 
legt (Ofl erhält man einfah durch Übertragung von &m nach SOg 
in Avs)i femer aus Oq mit up als Radius den umgelegten Kreis 
Kfl beschrieben, und von s^ aus an K^ die Tangenten IJ und [^ 
gezogen, so worden dieselben die um e\, in die Bildebene umge- 
legten Schnittgeraden der Ebene evßb mit den beiden der Auf- 
gabe entsprechenden Fluchtebenen, (C, EJ) und (C, E,) dar- 
stellen. Die Centralprojektionen 1^ und Ig dieser Geraden er- 
geben sich durch die Verbindung von S mit jenen Punkten d^ 
und dg, in welchen ej, von ij und I' getroffen wird. 

Wenn wir endlich berücksichtigen, dass die Centralprojektion 
einer in einer Pluchtebene (centralprojizierenden Ebene) liegenden 
Geraden in die Trace dieser Ebene fällt, so ist klar, dass die ge- 
fundenen Geraden 1^ und 1^ gleichzeitig die Tracen der ge- 
suchten Fluchtebenen, oder was dasselbe ist, die Flucht- 
tracen E\ und E', der der Aufgabe entsprechenden Ebenen sind. 
Die zugehörigen Bildfläehtracen Ei, und Eb erhält man als die zu 
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E', und Ev durcli den Durclistosspunkt d der gegebenen Geraden 
geführten Parallelen. 

§76. 
45. Aufgabe: Es ist die Fluehttracc einer zur Bildebene 
senfereeliten Ebene zn bestimmen, welclie mit einer ge- 
gebenen Ebene einen beltannten (gegebenen) Winkel 

einseliliesst. 
Erste Methode. Die Lösung resp. Darchfühmng der ge- 
stellten Aufgabe führt unmittelbar auf die IConstrnktion jener durch 
das Projektionacentrum gehenden Ebene, welche gegen die gege- 
bene Ebene e,eb unter dem Winkel a geneigt ist, und den zur 
Bildebene senkrechten Pluchtstrahl, d. h. den Hauptstrahl 
enthält. 

Die konstruktive Durchführung wird folglich mit jener in der 
vorhergehenden Aufgabe insofern übereinstinimeu , als man bloss 
statt des allgemein liegenden Fluchtpunktes v, speziell den Haupt- 
punkt A zu benützen hat. Der weitei;e Vorgang kann sonach dem 
§ 75 entnommen werden. 

§ 77. 

Zweite Methode für die Lösung desselben Problems. Diese 
Methode beruht auf der Anwendung eines einfachen Kunstgriffes, 
mittels dessen sich die Lösung der Aufgabe ungleich eleganter ge- 
staltet, als die vorher angeführte. 

Sei Gy [Fig. 65, Taf. IV] wieder die Fluchttrace der gegebenen 
Ebene (die Bildflächtrace Cb ist diesfalls yollkommen entbehrlich), 
ferner sei A der Hauptpunkt und AC die Distanz. 

Die Fluchttrace Ey der zu bestimmenden, gegen die Ebene 
e, unter dem Winkel o; geneigten und zur Bildebene senkrecht 
stehenden Ebene, geht selbstverständlich durch den Hauptpunkt A. 

Denken wir uns zu dieser Trace Ey eine senkrechte Gerade I 
in der Bildebene gezogen, so wird (§ 72, Satz 4) dieselbe offenbar 
auch auf der Fluchtebene (C, Ev) selbst senkrecht stehen, und 
folglich mit der Fluchtebene (C, Gv) den Winkel (90° — a) bilden. 

Hiermit erscheint die vorliegende Aufgabe auf das Problem 
zurückgeführt; ,,Es ist in der Bildebene eine Gerade so zu 
bestimmen, dass sie mit der Fluchtebeno (C, Oy) den ge- 
gebenen Winkel (90° — ^ a) einschliesst." 

Bestimmen wir den der Fluchttrace e, entsprechenden Nor- 
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malenfluclitpuukt Vj, so repräseütiert dieser einen Piiiikt in der 
Bildebene, welcher von der Fliichtebene (CiGv) tlen Abstand C^Vj 
besitzt, und konstruieren wir weiter ein rechtwinkliges Dreieck 
CjVsp, in welchem C^Vj die eine "Eathet«, und der Winkel 
Cj Vs p = ^ a der anliegende, mithin der Winkel C^ p Vj =^ 90° — ■ a. 
der gegenüberliegende Winke! ist, so wird (nach § 72 Satz 5) jede 
Gerade, deren Länge zwischen dem Punkte Vg und der Ebene 
(C, Cv) der Hypotenuse Vsf des gefundenen Dreieckes C^v^p gleich 
ist, mit dieser Ebene notwendig den Winkel (90 ° — a) einsehliesseu 



Beschreiben wir nun aus dem Mittelpunkte Va einen durch p 
gehenden Kreisbogen K, welcher die Fluchttrace e, der gegebenen 
Ebene in a^ resp. a^ trifft, so erhalten wir in l^^a^Vs un<l 
l^^a^jVs zwei in der Bildebene liegende Geraden, auf welchen 
der Punkt \% und die Trace By [folglich auch die Ebene (C, e,)] 
ein der Hypotenuse Vs p des Dreieckes Cj Vs p gleiches Stück be- 
grenzen, also zwei gerade Linien, welche mit der Ebene (C, Gy) 
den Winkel (90° ^a) einschliessen. 

Den Toraua geschickten Betrachtungen gemäss aiud nunmehr 
bloss durch den Hauptpunkt A auf die beiden Geraden 1^ und 
Ig die bezüglichen Senkrechten El und E^ zu fuhren, um sofort 
die gesuchten Fluehttracen zu erhalten. 



§ 78. 

46. Aufgabe: Dui'cli einen Punkt Ist eine Gerade zu legen, 

welche mit zwei gegebenen Ebenen gegebene Winkel 

einschUesst. 

Die Lösung der vorliegenden Aufgabe wird im Principe durch 
nachstehende Betrachtung vermittelt. 

Stellen wir uns vor, p [Fig. 66, Taf. IV] sei der gegebene 
Punkt; e^ und e^ seien die beiden gegebenen Ebenen; ferner 
mögen X^ und x^ die von p aus zu diesen Ebenen senkrecht ge- 
zogenen Geraden repräsentieren. Weiter wollen wir annehmen, 
dass die durch p gehende Gerade I die gesuchte, d. h. jene Gerade 
darstelle, welche mit den beiden Ebenen e^ und Bg die gegebenen 
Winkel a^ resp. a^, einschliesst. 

Sehneiden wir auf dieser Geraden I von p aus ein beliebiges 
Stück pn ^ X ab, und legen durch den Endpunkt n vou X eine 
Ebene e'^ parallel zur Ebene Gj und eine Ebene e'^ parallel zur 
Ebene Cg, so ist einleuchtend, dass die Gerade I auch mit diesen 
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beiden Ebenen e'^ und e\ die Winkel a^ und a^ einscliliesse. Die 
beiden Hilfeebenen e\ und e^ treffen die zu ihnen senltrechten Ge- 
raden px^ und pXg in den Punkten 0^ resp. O3, welche letztere 
wir mit dem vorher genannten Endpunkte n verbinden können. 
Ferner sei erwähnt, dass der Schnitt der beiden Ebenen e^ und ej 
die dareh n gehende Gerade S vorstelle. 

Das Dreieck pno^ ist bei o^ rechtwinklig; es repräsentiert 
daher nOj die orthogonale Projektion von \ resp. von I auf e',. 
Der Winkel pno stellt mithin den Neigungswinkel ccj von I resp. 
von \ gegen die Ebene e{ dar. In gleicher Weise ergibt sich der 
Neigungswinkel a^ von I resp. X g^gen die Ebene e^ als der 
Winkel pno^ in dem gleichnamigen rechtwinkligen Dreiecke. Aus 
diesen BeKiehangen ist leicht die Konstruktion der Geraden I zu 
folgern. 

Man hat nämlich zunächst von dem gegebenen Punkte p auf 
die beiden gegebenen Ebenen e, und 63 die Perpendikel pXj und 
pXjj zu führen und auf diesen von p aus zwei Strecken po^ resp. 
po^ aufzutragen, welche sich als Katheten zweier rechtwinkliger 
Dreiecke mit gleicher Hypotenuse von beliebiger Länge 1 und den 
gegebenen Neigungswinkeln a.^ und a^, als die den betreffenden 
Katheten po^, pOg gegenüberliegenden oder die der Hypotenuse pn 
anliegenden Winkel, ergeben. 

Durch die Endpunkte Oj und 0^ dieser Strecken hat man 
senkrecht auf die beiden Geraden pOj und pOg, also beziehungs- 
weise parallel zu ßj und e^ die Ebenen e', und e\ zu legen, und 
weiter deren Schnittgerade S zu bestimmen. In dieser Geraden S 
sind femer jene Punkte n . . . zu konstruieren, welche von p den 
Abstand ),, oder, was dasselbe bedeutet, von 0^ den Abstand X cos a^ 
oder von o^ den Abstand 1 cos a^ besitzen. Die beiden letztge- 
nannten Abstände X cos a.^ und \ cos a^ sind selbstverständlich 
die zweiten Katheten in den vorbezeichneten Dreiecken po, n und 
pOgfi. Die Punkte n . . . mit p verbunden, geben bereits die ge- 
suchten Geraden. 

Die hier allgemein angedeuteten Konstruktionen wollen wir 
nun centralprojektivisch durchführen. 

Es ist an und für sich klar, dass die beiden Ebenen Bj und 63 
nicht notwendig durch ihre beiden Tracenpaare gegeben sein müssen, 
und dass die blosse Angabe ihrer Fluehttracen e, und e^, [Fig. 67, 
Taf. IV] vollständig genügt. 

Der gegebene Punkt p liege auf dem Träger Scp; o.^ und a^ 
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seien die Winkel, welche die zu suchende Gerade mit den Ebenen 
e^ nnd «2 einschliessen soll. 

Es steht uns nun frei bei der durchzuführenden Konstruk- 
tion dem gegebenea Punkte p thatsächlich jene Rolle zn erteilen, 
welche in der eben vorausgeschickten allgemeinen Betrachtung der 
gleichbezeichnete Punkt p [Fig. 66, Taf, IV] spielte, oder aber, 
statt von dem beliebigen Punkte p, vom Projektionscentrum 
selbst in diesem Sinne Gebrauch zu machen. 

Obwohl wir im ersten Falle die gesuchten Geraden direkt 
erhalten, im zweiten jedoch nur deren Fluchtstrahien finden, 
so wird es doch, infolge der Vereinfachung der Konstruktion, 
zweckdienlicher erscheinen den letzteren Weg einzuschlagen. 

Zunächst zeichnen wir an beliebiger Stelle der Zeichnungs- 
fläche zwei rechtwinklige Dreiecke V"^i ^^^ Y^^a derart, dase 
sie eine gemeinschaftliche Hypotenuse yv (von beliebiger Länge ),) 
besitzen, und die ihr anliegenden Winkel Y"*"! resp. YVWg be- 
ziehungsweise den gegebenen Neigungswinkeln a^ und a^ gleich sind. 

Die aus diesen Dreiecken sich ergebenden Katheten yu, und 
■yug sind nun, mit Zugrundelegung des Vorausgeschickten, vom 
Projektionscentrum aus auf den durch das letztere senkrecht zu 
den Fluchtebenen (C, e',) und (C, e^) geführten Strahlen aufzu- 
tragen, und durch die Eudpunkte derselben Ebenen zu führen, 
welche zu den bezüglichen Pluchtebenen (C, ei) und (C, 8') pa' 
rallel sind. 

Dies kann einfach in nachstehender Weise geschehen. Wir 
legen durch das Projektionscentrum eine Ebene P^ welche gleich- 
zeitig auf der Bildebene und der Ebene (C, e\) senkrecht steht, 
d. i. jene Ebene, deren Trace durch die durch den Hauptpunkt A 
zu e', senkrecht geführte Gerade Pf, dargestellt erscheint. Besagte 
Ebene enthält offenbar die durch das Projektionscentrum gehende 
Falllinie der Fluchtebene (C, e'v) sowohl, als auch die durch das 
Projektionscentrum führende Gerade, welche zur letztgenannten 
Ebene senkrecht steht. 

Denkt man sich nun die Hilfsebene P^ um PJ in die Bild- 
ebene umgelegt, so gelangt das Projektionscentrum C nach C^, die 
genannte Pallhnie nach CJAJ und die obbezeicbnete Senkrechte 
nach CJOi, welch letztere selbstverständlich normal zu C^Aj ist. 

Tragen wir weiter auf der letztgenannten Senkrechten von CJ 
die vorher gefundene Kathete ^Mj^C^Oj auf, und führen wir 
durch Ol eine zur Falliinie C{Aj Parallele OjSj, so wird dieselbe 
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offenbar die um Pfc umgelegte Schnittgerade der Ebene Pt mit 
jener zur Fluchtebene (C, e',) parallelen Ebene elrfib repräsentieren, 
welche vom Projektiooscentrum den Abstand T^i besitzt. 
Die Bildfläcbtrace ei, dieser Ebene ist die durch &j parallel zu 
el, gezogene Gerade, 

Durch eine gleichartige Konstruktion vermittels der Hilfsebene 
P^ erhalten wir die zur Fkchtebene (C, eV) parallele Ebene e^^el, 
welcher vom Projektionscentrum der Abstand C^0g=^7(i>g entspricht. 

Diese beiden Ebenen e'y ßb und 6\6i schneiden sich in einer 
Geraden S = dv, in welcher, den vorhergehenden Betrachtungen 
entsprechend, jene Punkte zu bestimmen sind, deren Entfernungen 
von dem der Ebene ei et angehijrenden Punkte Oi durch die Strecke 
vw^ = \c08ai gegeben erscheint. 

Za diesem Zwecke legen wir S und Oj um e^ in die Bildebene 
nach Sq resp. oJ um, (oJ erhält man einfach durch Übertragung 
der Strecke O^h^^ nach 5^oJ in PI,) und durchschneiden So mit dem 
aus oJ mit dem Radius vwi beschriebenen Kreise Kq in den 
Punkten v" und v'. Diese Punkte v° und v° auf bekannte Weise 
mittels den Strahlen C,, v° und C^ v^ in die Gerade S zurückführt, 
geben daselbst die Ceutralprojektionen v^ und Vj jener Punkte, 
welche mit dem Projektionscentrum verbunden, die Flucht- 
stralilen der gesucbten Geraden darstellen. 

Hieraus folgt aber iinmittelbar, dass, da die Centralprojek- 
tionen aller Punkte eines Flnchtatrahlea in dem zugehörigen Flucht- 
punkte vereinigt sind, die Fluchtpunkte der letztgenannten 
Geraden mit den Centralprojektionen v^ und V^ selbst zu- 
sammenfallen müssen. 

Schliesslich wird bloss der Träger 69 des gegebenen Punktes p 
durch jene Geraden Vj di und v^ dg zu ersetzen sein , welchen die 
Fluchtpunkte v^ und v^ zukommen. 

Die du rci geführte Konstruktion liefert zwei dem gestellten 
Probleme entsprechende Geraden. Es existieren übrigens noch 
weitere zwei Geraden, welche gleichfalls der Aufgabe genügen, 
und sofort erhalten werden, wenn man für eine der beiden Hilfs- 
ebenen e\ei, und e',e^, beispielsweise für i^el, die andere zur Flucht- 
ebene (C, Bv) parallele Ebene substituiert, welche so wie die erstere 
vom Centrum die Eutfernung -fM^ besitzt, wenn man also die 
Strecke yu^ von Cj aus auf der umgelegten Senkrechten nach 
der der Strecke C^O^ entgegengesetzten Seite d.i. nach CJoJ 
aufträgt, und sodann dieselben Konstruktionen wie vorher vollführt. 
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47. Aufgabe: Es sind die Fluchtpunkte jener Geraden zu 

bestimmen, welcbe mit der Bildebene und mit einer zur 

Bildebene senkrechten Ebene, gegebene Winkel 

einschliesscn. 

Obwohl tJiese Aufgabe sicli von der vorli ergebenden bloss 
durch die spezielle Lage der beiden gegebenen Ebenen 
unterscheidet, so verdient dieselbe dennoch insofern einige Be- 
achtung, als dieselbe gegenüber dem bereits besprochenen allge- 
meinen Falle bedentende konstruktive Vereinfachungen zulässt. 

Sei tih ^ a LPig, 68, Taf. IV] der Bildfläehncigungswiukel der 
zu suchenden Geraden, und Hv^^ß der Winkel, welchen diese 
Gerade mit der durch die Fluchttrace e, (dieselbe geht als bild- 
flächprojizierend durch A) gegebenen zur Bildebene senltreehten 
(alleufalla horizontalen oder vertikalen) Ebene bilden soll. 

Üer Fiuchtpankt der zu bestimmenden Geraden Hegt einer- 
seits in dem dem Winkel n),=::a entsprechenden Flnchtkreise 
Fe, d. i, auf jenem aus dem Mittelpunkte A beschriebenen Kreise, 
dessen Eadius Ar die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes 
ist, in welchem die Diatanz AC die zweite Kathete, und a der der 
letzteren gegenüberliegende Winkel ist. Zu beachten ist hierbei, 
daaa, wie selbstverständlich, alle Punkte des Pluchtkreises F„ 
vom Projektionsceutrum C dieselbe Entfernung Cr be- 
sitzen, der Fluchtstrahl also, welcher der unter den bestimmten 
Winkeln a. und ß (deren Summe diesfalls im Maximum offenbar 
nicht gicwser als 90'^ sem kann) gegen BE und e,ei, zu führenden 
Geraden entspiiclit, stets dieselbe wahre Grösse Cr haben werde. 

Konstiuieien wii nun mit Zugrundelegung der angestellten 
allgemeintn Betrachtungen cm zweites rechtwinkliges Dreieck Cr n, 
in welchem Cr die früher erwähnte gemeinschaftliche Hypotenuse, 
und der gegebene Winkel n, ^ß^Crn der eine der beiden an- 
liegenden spitzen Winkel ist; ziehen wir ferner parallel zu der 
gegebenen Fluchttrace ßv in den der ermittelten Kathete Cn glei- 
chen Entfernungen An^ = Aiig = Cn die beiden Geraden et und e^, 
so ist einleuchtend, dass e^ und el die Bildflächtracen jener zwei 
zur Fluchtebene (C, e,) parallelen Ebenen repräsentieren, welche 
vom Projektionscentrum die Entfernung Cn besitzen. 

Mit Berücksichtigung des § 72 (Satz 5) gelangen wir zu dem 
^ächlusse, dass jede durch das Projektionseontrum gehende Gerade 
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von der Lauge Cr, welche einerseits durch das Projektionsceatrura 
C und audererseits duroh eine der Ebenen e{,e, oder eje« be- 
grenzt wird, mit den betreffenden Ebenen ete, oder 6^6,, also 
auch mit der Fluchtebene (C, e«) den Winkel ß einscbliesse. 

Solcher Geraden ergeben sieh diesfalls vier, d. s. jene, welche 
das Projektionscentrum mit den vier Schnittpunkten Vj, v^, V3 
niid V4 des FluchtkreisGs F„ und den Geraden e^ und el verbinden. 

Hieraus folgt aber unmittelbar, dass v^, v^, V3 und V4 auch 
die Fluchtpunkte der vier Parallelscharen der den Bedingungen 
der Aufgabe entsprechenden Geraden sind. 

§ SO. 

48. Aufgabe: Durch einen gegclienen Punkt fst eine Hhene 
zu füliren, wclclie mit zwei gegebenen Ebenen bestimmte 

Winkel eiiiscliliesst. 

Wenn eine Ebene E mit einer aweiten Ebene F einen Winkel 
Ne^a einschliesst, und man fällt auf die Ebene E eine senk- 
rechte Gerade, so schliesst diese bekanntlich mit der Ebene F jenen 
Winkel 90 — Ne^ß ein, welcher den Winkel a zu einem Rech- 
ten ergänzt. 

Mit Zugrundelegung dieser Eigenschiift wollen wir die Losung 
der gestellten Aufgabe vollziehen. 

Bezeichnen wir nämlich die gegebenen Ebenen mit F, und F^, 
und seien beziehungsweise a, und a^ die Winkel, welche die zu 
suchende Ebene E mit F, resp. mit F^ bilden soll, so werden wir 
{nach der in Aufgabe 46 auseinandergesetzten Methode) zunächst 
eine Gerade bestimmen, welche mit den betreffenden Ebenen 
F^ und Fg die bezüglichen Winkel ß^ = 90°^a, und ßg=90° — a^ 
einschliesst. 

Führt man sodann durch den gegebenen Punkt eine zu der 
gefundeneu Geraden senkrechte Ebene, so wird dieselbe mit 
F^ und Fg bereits die geforderten Winkel a, und a^ einschli essen, 
also den gestellten Bedingungen genügen. 

§ 81. 

49. Aufgabe: Eine Gerade ist zu koustniieven, welche zwei 
gegebene sicli nielit scliueidende Goraden unter gegebenen 

Winkeln trifft. 

Diese Aufgabe ist ebenfalls (sowie überhaupt jede Aufgabe, 
welche die Bestimmung einer Geraden oder Ebene bei zwei ge- 
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gebenen Winlcelbedingungeii fordert) nach jenem Prinzipe zu lösen, 
welches am Eingänge des § 78 allgemein entwickelt wurde. 

Wenn nämlich die zu bestimmende Gerade L mit zwei ge- 
gebenen Geraden 1, und i^ die Winkel ßi und ß^ bilden soll, so 
wird dieselbe notwendig mit zwei Ebenen, die beziehungsweise 
auf 1^ und 1^ senkrecht stehen, die Winkel aj = 90 — ßj and 
Oj ^90° — ßa einscbhessen. Besagte Gerade kann dahec auf Grund 
des in Aufgabe 46 näher Erörterten leicht konstruiert werden. 

Hierbei lassen sich jedoch einige Abkürzungen erzielen, auf 
welche wir hinweisen wollen. 

Es wird nämlich auch in diesem, sowie in dem vorhergehen- 
den Falle, vorteilhaft sein, vorerst den Fluchtstrahl der zu 
suchenden Geraden zu bestimraea. Dieser Fluchtstrahl ist an 
die Bedingung gebunden, dass er mit den Fluchtsti'ahleu der beiden 
gegebenen Geraden beziehungsweise die Winkel ßj und ßg einzu- 
schliessen habe. 

Nehmen wir nun an, der Punkt p [Fig. 66, Taf. IV] stelle 
das Projektiouscentrum vor, während px^ und pXg die Flueht- 
strahlen der beiden gegebenen Geraden rept-äsentieren mögen. 
Tragen wir von p aus auf den Fluchtstrahlen px^ und pXg zwei 
Strecken po^ und pOg auf, so können wir diese als die Katheten 
zweier rechtwinkligen Dreiecke betrachten, welche eine beliebige 
Strecke X als gemeinschaftliche Hypotenuse besitzen und in wel- 
chen die den genannten Katheten po^ und pOg anhegenden Winkel 
beziehungsweise gleich ß^ und ß^ sind, 

Führen wir weiter durch die Endpunkte Oj und Og die be- 
zügüchen zu pXj und px^ senkrechten Ebenen e', und e'^, so wird 
mit Berufung auf § ]2 (Satz 6) jede durch p gehende Gerade, 
welche zwischen p und der Ebene e', die Länge X besitzt, mit 
dieser Ebene den Winkel ccj = 90 — ß^ und folglich mit der Ge- 
raden px^ den Winkel ßj bilden. 

Aus gleichem Grunde wird jede durch p gehende Gerade, 
welche zwischen p und der Ebene e'^ die Lange \ besitzt, mit 
der Ebene e'j den Winkel «^ =90" — ß^, und mithin mit der 
Geraden px^ den Winkel ß^ einschliessen. 

Bestimmt man daher in der Schnittgeraden 8 der beiden 

Ebenen e'^ und e^ jene Punkte n , welchen vom Punkte p 

die Entfernung \ entspricht, (oder mit anderen Worten: ist von 
Oj die Entfernung gleich X sin ß^), so werdeu die Verbinduugs- 
geraden derselben mit dem Punkte p die beiden eben genannten 
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Eigenschaften in sieh vereinigen, d. h. sie werden die gesuchten 
Pluehtstrahlen repräsentieren. 

Behufs der tonstruktiven Durchfülirung des gestellten Pro- 
blems wollen wir annehmen, es seien V^D^ und VgDg [Fig. 67, 
Taf. IV] die beiden gegebenen sich kreuzenden, also nicht in 
einer Ebene liegenden Geraden , und ß, , ßg die gegebenen Nei- 
gungswinkel. 

Wir bestimmen vor allem die Flnchttracen e, und 6' der zu 
den Geraden D^V, und Dg V^ senkrechten Ebenen; ferner verzeich- 
nen wir zwei rechtwinklige Dreiecke fvwi und yvu^. welche eine 
gemeinschaftliche Hypotenuse yv von beliebiger Länge \ besitzen, 
und in welchen die Winkel yvuj resp. yvwä ^^^ gegebenen Win- 
keln ß^ resp. ßg gleich sind. 

Den vorhergehenden Betrachtungen entsprechend hat man 
nun jene Ebenen Biet «nd 6^6% zu konstruieren, welche auf den 
Geraden DjV, und DgVg senkrecht stehen, und vom Projektions- 
centrum die bezüglichen Entfernungen yw; und yug besitzen. 

Zu diesem Zwecke werden wir diese Entfernungen (wie in 
Aufgabe 46) auf den um P^ = AVj und Pb^^AV^ umgelegten 
Pluehtstrahlen CJVj und C^V^ von C] resp. C° beziehungsweise 
nach CJo^ und CJo^ auftragen, ferner die zu CjAJ und CJAJ pa- 
rallelen umgelegten Palllinien OiS^ und OgS^ bestimmen, und 
endlich durch &j resp. bg die beziehungsweise zu 0\ und et pa- 
rallelen Bildflächtracen eä und e^ ziehen. 

Auf der Schnittgeraden s = dv dieser beiden Ebenen 6^6^ 
und e'e^ sind nun jene Punkte zu bestimmen, deren Abstand von 
0, gleich vt)^ ist. 

Zu diesem Behufe legen wir S und Oj um fib nach s^ und 
O" um, beschreiben den Kreis Kg aus dem Mittelpunkte O" mit dem 
Radius vu^ und führen dessen Schnittpunkte vj und v^ nach Vj 
resp. Vg zurück. Hierdurch wurden somit die Fluchtpunkte Vj 
und Vg von aolchen Geraden gefunden, welche beziehungsweise 
mit den Geraden D^Vj und D^V^ zu gleicher Zeit die gegebenen 
Winkel ^^ und ß^, bilden. 

Die gesuchten resp. gefundenen Geraden selbst, sollen aber 
die beiden gegebenen Geraden D^Vj und D^V^ schneiden. 

Diejenigen Gerade, welche dem Fluchtpunkte Vj entspricht, 
wird sich als Schnitt jener beiden durch DjV^ resp. D^Vg gelegten 
Hilfsebenen ergeben, deren Fluchttraceu nebstbei den Fluchtpunkt 



y Google 



v^ enthalten. Die dem Fluch tpnnlite v^ entsprechende Gerade 
kann in ganz ilbereinstimjn ender Weise ermittelt werden. 



Wir wollen nun uoch eine Reihe von Problemen in central- 
projektiviacher Darstellung durchführen, welche entweder an und 
für sich von Interesse sind, oder aber die Grundlage für später 
vorkommende Konstruktionen bilden. Diese Aufgaben sollen ausser- 
dem eine Wiederholung des bisher Gebotenen insofern sein, als 
sie die Anwendung bald dieser und bald jener der früher ent- 
wickelten Konstruktionen fordern werden. Teilweise werden sich 
die Aufgaben jedoch gerade dadurch von früheren, verwandten 
ProMemen unterscheiden, dass sie von diesen abweichende Kon- 
struktionen zeigen. 

50. Aufgabe: Es ist dei' HaHbieriingspunkt einer ceiiti-alpi-o- 

jcktivisch dargestellten Strecke ohne Hilfe des Projektions- 

centimms zu bestimmen. 

Die gegebene Sti-ecke ab [Fig. 69, Taf. IV] können wir als 
die Centralprojektion einer Seite irgend eines Parallelo- 
grammes abcd betrachten. 

Die Gegenseite cd kann anf einer beliebigen durch den Flucht- 
punkt V von ab geführten Geraden liegen, während als die übrigen 
zwei Seiten ac und bd zwei willkürlich durch a und b gezogene 
Geraden gewählt werden mögen, deren Schnittpunkt v^ gleichzeitig 
als ihr gemeinschaftlicher Fluchtpunkt zu gelten hat. 

Zieht mau die Diagonalen ad und bc, welche sich in e schnei- 
den, so wird die Verbindungsgerade BV^ die Centralprojektion jener 
Geraden repräsentieren, welche durch den Mittelpunkt des Pa- 
rallelogrammes parallel zu dem Seitenpaare ac und bd geht. 
Der Schnittpunkt m von eVj und ab wird infolge dessen bereits 
die Centralprojektion des gesuchten Halbierpunktes vor- 
stellen. 



51. Aufgabe: In einer Geraden vd ist jener Punkt zu be- 
stimmen, welcher von zwei gegebenen Punkten eine gleiche 
Entfernung hat. 

Der geometrische Ort aller Punkte, welche von den beiden 
[in der Geraden djVj [''ig. 70, Taf. IV] gegebenen Punkten a und 
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b gleich weit abstehen, ist bekanntlich diejenige Ebene, welche 
durch den Halbiemngspunkt der Strecke ab geht und zu der letz- 
teren senkrecht steht. 

Wir werden daher entweder mittels des Teilpunktes T, wel- 
cher sich bei Konstruktion der der Geraden d^Vj entsprechenden 
Normalenfluchitrace E, in der Fluchttrace h, der hierbei zur Ver- 
wendung gelangenden Hilfsebene h„hb unmittelbar ergibt, oder 
auch mit Zugrundelegung der vorhergehenden Aufgabe den Hal- 
bierungspunkt m der Strecke ab feststellen, und durch denselben 
die zu d^V^ senkrechte Ebene EyEb, (l. i. jene Ebene führen, deren 
Fluchttrace E„ dem Punkte Vj als Normalenflucbtp linkt entspricht. 

Im Schnitte dieser Ebene EyEb mit der gegebeneu Geraden 
dv erhält man selbstverständlich sofort den. der Aufgabe ent- 
Punkt s. 



§ 84. 
52. Aufgabe; Ein Punkt ist zn Itcstimmen, weldier von der 
Bildebene and von zwei gegebenen Eibenen gegebene Ab- 
stände besitzt. 

Seien i\ei, und 6,6^ [Fig. 71, Taf. IV] die gegebenen Ebenen, 
li und Ijj die Abstände des zu bestimmenden Punktes von den- 
selben, und endlich sei I dessen Abstand von der Bildebene. 

Der zu suchende Punkt wird offenbar als der Schnittpunkt 
dreier Ebenen erhalten werden, welche ihrerseits von den ge- 
gebenen Ebenen Gi, e^ und dei Bildebene BE beziehungsweise die 
bestimmten Abatdude I^, Ij und I hesitzen 

Behufs Auffindung der be&igten drei Ebenen haben wii often- 
bai blo^s die m Aufgabe 41 naher auseinander gesetzte Konstink- 
tion&methode umzukehren 

Um also beispielsweise jene Ebene fi', Ej, zu finden, welcher 
von der Ebene ei et ein Abstand 1^ entspiicht, legen wir durch 
das Projektionscentrum die zui Träte e', senkiechte Ebene P|,. 
Diese letztere schneidet die gegebene Ebene e\ei,, deien Flucht- 
ebene (C, e'v) und die zu bestimmende Ebene eirEj, m diei zu ein- 
ander parallelen Geraden, \on welchen die eiste und diittc 
Gerade den Abstand Ij^ besitzen müssen. 

Nach der Umlegung um P^, wobei das Projelrtiouscentruni 
nach C'j gelangt, ist die Schnittgerade von P^ und (C, el) durch 
C^AI dargestellt; die Sehnittgerade von P^ und e\ei, dagegen ist 
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durcli die zu CJA] durch den Tracensehnittpuiikt 5j parallel ge- 
zogene Gerade a^ bestimmt, während der Schnitt von P^ mit der 
zu bestimmenden Ebene e\Eü eine you jenen Geraden S^ sein muss, 
denen von cjj der Abstand I, entspricht. Die Bildflächtraee El, 
ergibt sich sodann als die durch den Schnittpunkt A^ von Pb luid 
und Si zu e'v parallele Gerade, Durch Wiederholung der gleich- 
artigen Konstruktion bezüglich der Ebene et Ql und des gegebenen 
Abstandes l^, erhält man die Bildflächtraee El jener Ebene e\El, 
welche von e'e| den Abstand I3 besitzt. 

Die Schnittgerade dv der beiden Ebenen elE^ und e^v^b 
repräsentiert offenbar den geometrischen Ort joner Punkte, 
vrelchen von den Ebenen e',et und e',e| gleichzeitig die be- 
züglichen Abstände 1^ und Ig zukommen. 

Um endlich in dieser Geraden dv jenen Punkt zu finden, 
welcher von der Bildebene den Abstand I besitzt, legen wir durch 
dv die aur Bildebene senkrechte Ebene FvFb, und drehen die Ge- 
rade dv um die Trace Fh in die Bildebene nach g^. 

Der Schnitt der Ebene F,Fb mit der von der Bildebene um 
die Strecke I abstehenden Ebene wird bei dieser TJmlegung durch 
die zur Trace Fb in dem Abstände I parallel gezogene Gerade z^ 
dargestellt. Der Schnittpunkt p,, von z^ und g^ mittels des 
Strahles C|,Po nach p in dv zurückgeführt, ergibt daselbst die Cen- 
tralprojektion p des gesuchten Punktes. 



53. Aufgabe: Ein Punkt ist nm eine Gerade so lange zu 

drelien, bis er In eine gegebene Ebene gelangt; die Central- 

projektlon des gedrehten Punktes some die wahre Grösse 

des Di-ekungswinkels sind zu ermitteln. 

Aus § 47 wissen wir bereits, dass ein Punkt bei seiner Dre- 
hung um eine Gerade einen Kreis in jener Ebene beschreibt, 
welche durch den besagten Punkt senkrecht zu der Geraden (Dre- 
hungsaxe) geführt wird, und dass der Mittelpunkt dieses Dre- 
hungskreises der Schnitt der Drehnngsaxe mit der genannten 
Ebene ist. 

Soll der zu drehende Punkt bei der Drehung in der ihm ent- 
sprechenden zur Drehaxe senkrechten Ebene verbleiben, gleich- 
zeitig aber in eine gegebene Ebene gelangen, so mnss sich 
derselbe nach der Drehung offenbar in der Schnittgeraden 
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beider Ebenen befinden. Selbstverständlich wird der bezeiclinete 
Punkt ein gemeinschaftlicher Punkt dieser Geraden und dea 
Drehungskreises sein. 

Um dies konstruktiv dnrchznführeu, nehmen wir an, dv [Fig. 72, 
Taf. IV] sei die Drehnngsase, p der zu drehende mittels des Trä- 
gers Sip bestimmte Punkt, und EvEb stelle die Ebene vor, in welche 
der Punkt p bei der Drehung gelangen soll. 

Vor allem bestimmen wir die Drehebene des Punlites p, d. h. 
wir legen durch p die zu dv senkrechte Ebene SvSb (Aufgabe 37). 
Der Schnittpunkt a dieser Ebene mit der Drehungsaxe d V 
repräsentiert, wie vorhin bemerkt wurde, deu Drehungsmittel- 
punkt für den Punkt p. Bestimmen wir femer die Schuittge- 
rade l^^d'v' der Ebenen S,Sb und EvEu, und legen dieselbe, so- 
wie auch die Punkte o uud p um Sb in die Bildebene beziehungs- 
weise nach l(p, Oq und Po um, so wird der aus o^ als Mittelpunkt 
durch p„ (Drehungsradius = OflPfl) beschriebene Kreis K,, den um- 
gelegten Drehungskreis vorstellen. Derselbe schneidet 1,, in 
zwei Punkten, von welchen jeder eine Lösung der Aufgabe liefert. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wählen wir 
den Schnittpunkt P^. Die Centralprojektion P desselben er- 
gibt sich, durch Zu rückführung, in der Geraden l = d'v'. Ausser- 
dem stellt der Winkel PoOuPo die wahre Grösse i 
den Drehuugswiukels vor. 



54. Aufgabe: Eine Ebene Ist mn eine Gerade so lange zu 
drehen, bis sie ceuti'alprojizierend ivird. 

Sei dv die gegebene Drehnngsaxe und EvEb [Fig. 73, Taf. IV] 

die zu drehende Ebene, 

Da bei der Drehung jeder Punkt von EvEb einen Kreis be- 
schreibt, dessen Radius dem Abstände dieses Punktes von der 
Drebungsaxe dv gleich ist, so folgt, dass der Schnittpunkt S 
von EvEi, und dv einen Kreis vom Radius „Null" besehreiben, 
d. h. während der Drehung unverändert bleiben wird. 

Denken wir uns zunächst eine beliebige zur Drehnngsaxe 
dv senkrechte Ebene konstruiert. Der einfacheren Konstruk- 
tion wegen wählen wir die eentralprojizierende Ebene SvSs, 
d. i. jene, deren Tracen in der dem Fluchtpunkte v entsprechenden 
Normalenfluchttrace Sv zusammenfallen. Diese Ebene schneidet 
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die Drehungsaxö dv in eiueni Punkte o, die Ebene E„Eb dagegen 
in einer Geraden v'd'^c. 

Bei der Drehuug werden offenbar die sämtlieheu Punkte der 
Geraden a^^v'd' Kreise in der Ebene SySi, beschreiben, die den 
Punkt Kum gemeinschaftlichen Mittelpunkte haben, während 
gleichzeitig die Gerade ö=:V'd' bei der stattfindenden Drehmig 
beständig Tangente an einen dieser Kreise K . . , bleiben wiid 

Da weiter die Ebene E so weit gedreht werden soll lis sie 
centralproji zierend wird, d. h. bis sie das Projektionscentium C 
enthält, dieses aber in der Ebene SySb liegt, so ist einleuchtend 
daas die gedrehte Ebene eine durch das Projektionscentinm 
gehende Tangente des vorgenannten Kreises K enthalten müsse, 

Bestimmen wir nun mittels der durch dv gehenden Hilfsebene 
h„hb den zur Bildflächtrace Sb resp. zur Fluchttrace S« senkrech- 
ten Träger A^a von 0, und legen wir o sowohl als auch c = v' d' 
um S,^Sb in die Bildebene beziehungsweise nach Oq (im Schnitte 
von CflO mit der durch i parallel zum nmgelegten Fluchtstrahle 
AiCfl geführten Geraden iOo) nnd c^ (durch d' parallel zn C^v' ) 
um, so wird der aus 0^ als Mittelpunkt beschriebene, die Gerade 
Cq berührende Kreis K^ den vorgenannten Kreis K nach seiner 
ümlegung um Sb vorstellen. 

Führt man von C^ aus an Kg die Tangenten tj und t^, so 
wird, wie vorher erörtert, jede derselben eine Lage der der Auf- 
gabe enteprechenden gedrehten Geraden d' v' = ö repräsentieren. 

Die Schnittpunkte V^ and v^ der genannten Tangeuten ij nnd 
t^raitSv = Si) sind selbstverständlich die Bildflächdurchatosspnnkte 
derselben, und da durch die besagten Pnukte Vj und v^ die Tra- 
cenpaare der beiden der Aufgabe entsprechenden centralpro- 
jizierenden Ebenen gehen müssen, wird die Verbindungsgerade 
SVj^ die Traeeu E',, Et der einen Lage der gedrehten Ebene 
EirEb, und die Verbindungsgei'ade sv^ die Tracen E^E| der zwei- 
ten Lage in sieh vereinigen. 

§ 87. 

Ö5. Aufgabe: In einer Ebene ist ein Punkt zu Tiestlmmen, 

der Ton zwei gcgeltcnen Punkten liestimmtc Abstände 

besitzt. 

Der in der Ebene EvEb [Fig. 74, Taf. IV] zu bestimmende 
Punkt p wird sich daselbst als Schnittpunkt zweier Kreise 
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ergeben. Soll namlich dei besagte Punkt p von dem i 
Punkte a den Abstand l^ be-)itzru, &o iuu^=! dei^elbe (nacb § 72, 
Satz 5) aaf jenem Kteise Kj m dei Eliene EvEi, hegen, dessen 
Mittelpunkt der Fusspunkt Oj des von a auf EvEb gefällten Per- 
pendikels ist, und dessen Eadms die zweite Kathete jenes recht- 
winkhgen Dreieckes lepiasentieit, m weli-hem die erste Kathete 
der Länge des genannten Perpendikels, und die Hypotenuse der 
Strecke \ gleich ist 

Ebenso muss der zu suchende Punkt p gleichzeitig auch anf 
einem zweiten Kreise K^ liegen, welcher dem gegebenen Punkte b 
und der Strecke \ entspricht. 

Diese einfache Betrachtung führt zu der folgenden Kon- 
struktion. 

Wir setzen voraus, dass a und b entweder unmittelbar auf 
einem und demselben Träger gegeben seien oder dass der den 
Punkten a und b gemeinschaftliche Träger S 9 gefunden wurde. 

Legen wir vermittels des Normalenfluchtpunktes Vg der Ebene 
E,Ej, durch §9 die zu EvEb senkrechte Hilfsebene hybb, und be- 
stimmen den Schnitt S' <p' derselben mit der Ebene EyEb, so er- 
halten wir in den Schnittpunkten von 5'cp' mit den Perpendikeln 
Vsa und Vsb die Fusspunkte 0, und 0^ der letzteren, d. i, die 
Mittelpunkte der vorgenannten Kreise K^ und K3. Die wahren 
Längen der Perpendikel ao^ und bo^ erhält man mittels des in 
hv liegenden, dem Fluchtpunkte Vs entsprechenden Teilpnnktes T 
anf der Bildflachtrace hj, in a.is>i und ßw^. 

Mit diesen so gefundenen Längen als Katheten konstruieren wir 
zwei rechtwinklige Dreiecke aw^p^ und ßwapg, deren Hypotenusen 
p^a nnd p^ß beziehungsweise den gegebenen Längen \ und \ 
gleich sind. Die sich hierdurch, ergebenden zweiten Katheten o^p^ 
und »3 p2 sind bereits die Radien der vorerwähnten Kreise K^ 
und K^. 

Legt man nunmehr die Punkte Oj und 0^ um Ed in die Bild- 
ebene nach oJ und 0^ um, beschreibt man ferner aus den genann- 
ten Punkten oJ und o' die Kreise KJ und K^ mit den bezüg- 
lichen ßadien pj Ui nnd p^Wg' ^^^ fi'ihrt deren Schnittpunkte pj 
und pj nach p^ und p^ zurück, so bestimmen die letzteren die 
Centralprojektionen der beiden dem gestellten Probleme ent- 
sprechenden Punkte. 
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56. Aufgabe: Es ist fiiii Dreieck darzustellen, dcsseB eine 
Seite durch ihre Central yrojektion ab [Pig. 75, Taf. V] ge- 
geben ist, dessen drittel Fclipnnkt p in einer Ebene E.Ei, 
liegen soll, und dessen 1)eide andcieii Seiten der wahren 
Lunge Xj icsp >^ nacli bekannt sind. 

Wie unschwer einzugehen steht dickes Problem mit der vor- 
hergehouden Aufgabe 111% fem im /u immenhaag, als es sicli 
auch diesfalls darum hai lelt in Jei Ebene E Eb [Fig. 75, Taf. V] 
einen Paukt p zu bestimmeu wckhei \on a und b die gegebenen 
Abstände Xj und X^ besitzt In \ 01 hegenden Falle jedoch wollen 
wir eine andere Koustriikfcionsmetho(3e als dort in Anwen- 
dung bringen. 

Vor ailem bestimmen wir mittels des Teilpunktes T des Trä- 
gers 5tp der Punkte a und b d. i. der Trägergeraden von ab, die 
wahre Grösse aß der genannten D rei ecksei te , konstruieren so- 
dann ein Dreieck aßrc, in welchem die Seiten aic und ßx Längen 
besitzen, die beziehungsweise den gegebenen Strecken Xj und \ 
gleich sind, fallen weiter von % auf ctß das Perpendikel tcu, und 
ermitteln (wieder mit Hilfe des Teilpunktes T) auf ab die Cen- 
tralprojektion desjenigen Punktes, welcher dem Fusapunkte « 
der Senkrechten tc« auf hb, d, i. auf der Bildfläelitrace der durch 
S9 gelegten Hilfsebene hbhv entspricht, 

Es ist einleuchtend, dass, wenn man im Kaume durch eine 
beliebige Senkrechte zu ab zieht, und auf derselben die Sti'ecke 
op gleich U7C aufträgt, ap und bp stets gleich X^ resp. \ sein 
werden. 

Der geometrische Ort aller dieser Punkte p ist offenbar jener 
Kreis K in der durch senkrecht zu ab oder S9 geführten Ebene 
SjSb, welcher zum Mittelpunkt hat, und dessen Radius gleich 
(JTC ist. 

Der Aufgabe entsprechend hat man bloss die gemeinschaft- 
lichen Punkte dieses Kreises K und der Ebene EvEu aufzu- 
suchen. Zu diesem Zwecke legen wir sowohl als auch die Schnitt- 
gerade s = vd der beiden Ebenen E und S um Su nach On resp. s^ 
um, beschreiben aus Oq mit dem Radius «tc^f den Kreis K^, 
und führen dessen Schnittpunkte pj und p^ gleichzeitig mit So 
beziehungsweise nach p^ und p^ zurück. 
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57, Aufgabe: In eincx" Ebene EjEb ist jener Punkt zu lie- 

stlminen, welcher Ton drei gcgelbcnen Punkten Mi, Mg, Mj 

gleich weit abstellt. 

Die drei Punkte Mj, M^ und Mg [Fig. 76, Taf. V] seien in der 
Ebene E^Eb gegeben. 

Wir legen die genannten Punkte nm El, na«h M", M^, M" um, 
ermitteln den Mittelpunkt O^ des durch die letzteren gehenden 
Kreises Kq und bestimmen die Centi'alprojektion von Oß durch 
Zur ückführun g. 

Zieht man sodann durch mit Hilfe des Normalenflncht- 
puuktes Vfi die Senkrechte VaO zu der Ebene E'uE'b, so wird offen- 
bar jeder Punkt p der Geraden VjO von Mj, Mg, Mg gleich weit 
abstehen, da im Eanme die Dreiecke MiOp, M^op nnd MgOp stets 
kongruent sein werden. 

um daher den der gestellten Aufgabe entsprechenden Punkt 
zu finden, bat man nichts anderes au thun, als den Schnittpunkt p 
der Geraden VgO mit der Ebene E„E|, zu konstruieren. 
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II. Abschnitt. 

Die Elemente der projektivischeii Greometrie. 

IV. Kapitel. 

§ 90. 

Einleitende Bemerkungen und Deflnitionon. 

Bisher haben wir uns darauf beschränkt Punkte, Geraden, 
Ebenen und ans diesen Elementen zusammengesetzte Gebilde 
centralprojektiviscb darzustellen, ohne den gegenseitigen Zu- 
sammenhang zwischen den darzustellenden Gebilden und 
ihren bezüglichen Centralprojektionen eingehender zu beach- 
ten, als es gerade für irgend einen vorliegenden Zweck unum- 
gänglich notwendig erschien. 

Ein solcher Zusammenhang existiert aber nicht nur in der 
That, sondern es bietet derselbe yielmehr gleichzeitig den Schlüssel 
für das Studium von Eigenschaften ränmUeher Gebildej ans deren 
Kenntnis nicht nur der darstellenden Geometrie konstruktive 
Vorteile erwachsen, sondern welche auch an und für sich den 
Gegenstand eines äusserst wichtigen, lohnenden und interessanten 
geometrischen Wissenszweiges bilden, der als „projektwische Geo- 
metrie", als „Geometrie der Lage" oder als „Neuere Geometrie" 
bezeichnet wird. 

Da, wie vorher bemerkt wurde, die projektivische Geo- 
metrie einerseits ein wertvolles konstruktives Hilfsmittel 
für den darstellenden Geometer bildet, andererseits aber auch eine 
ceutralprojektivische Behandlung der Kurven und E"lächen, 
namentlich jener vom zweiten Grade, ohne Kenntnis der projek- 
tivischen Geometrie kaum erfolgreich sein würde, so sollen im fol- 
genden die wichtigsten Lehren dieser Disziplin entwickelt und 
oeren Anwendung durch passende Beispiele klargelegt werden. 
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Vor allem wollen wir mit Hilfe der centralprojektivischen 
Darstellung zwei geometrische Sätze beweisen, welche die Grund- 
lage aller Eigensdiaften projektiver Natur bilden. 

§ 91. 
I. Fundamcntalsatz: „Liegen die Ecken zweier Dreiecke 
(gleich^Itlg ob In einer Eliene oder in zwei verschiedenen 
Ebenen) paarweise anf drei durch einen und den8el1>en Punkt 
gehenden Sti-ahlen, so schneiden sich jene Seitenpaare, 
welche von denselben Strahlenpaaren begrenzt werden, in 
drei Punkten einer und derselben Geraden." 

Wir wollen den Beweis dieses Satzes für zwei in einer und 
derselben Ebene liegende Dreiecke liefern, da in demselben 
gleichzeitig auch der Beweis für zwei in verschiedenen Ebenen 
sich befindliehen Dreiecken enthalten ist. 

Seien also in einer Ebene'(der Zeichnungsebene) drei durch 
einen und denselben Punkt S [Fig. 77, Taf. Y] gehende Strahlen 
A, B, C, und auf diesen beziehungsweise die Ecken 3^,8^; b^, b^; 
Cj,Cg; zweier Dreiecke ajbjCj und a^bjC^ gegeben. 

Die drei Strahlen A, B und C denken wir uns als die Cen- 
tralprojektionen dreier durch einen und denselben Punkt S im 
Räume gehenden, jedoeh nicht in einer und derselben Ebene lie- 
genden Strahlen, und folghch die Dreiecke a^bjC^ und a^bgCg als 
die Centralprojektionen zweier Dreiecke, deren Ecken auf jenen 
Strahlen liegen. Die Ebenen dieser Dreiecke im Räume mögen 
Ej und Ej heissen, während deren Schnittgerade durch s repräsen- 
tiert werde. 

Die beiden Strahlen A und B bestimmen im Baume eine Ebene, 
welche die Dreieckseiten a^b^ und a^bg enthält. Die letztgenannten 
Geraden schneiden sich mithin in einem Punkte a, welcher als 
Punkt der beiden Ebenen Ej und E^ notwendig der Sehnittge- 
raden S angehören muss. Die gleiche Überlegung zeigt, dass auch 
der Schnittpunkt ß der Drei eckseiten a^Ci und aäCg, sowie endlich 
auch der Schnittpunkt 7 der Dreieckseiten bjC^ und bgCg in der 
den Ebenen E^ und Eg gemeinschaftlichen Geraden s liege. 

Hiermit ist ofi'enbar auch bereits der Beweis des vorausge- 
Bchickten Satzes für zwei in verschiedenen Ebenen E^ und E^ 
Hegende Dreiecke erbracht. 

Nachdem aber die Centralprojektion der Geraden 8 selbst 
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wieder notwendig eine Gerade ist, so gilt der Beweis auch für 
die Projektionen der genannten Dreiecke, d. i. für zwei in 
einer und derselben Ebene liegende Dreiecke, wie es eben 
die in Fig. 77, Taf. V gezeichneten Dreiecke a^bjCi und a^bgCg sind. 



IL Fundamentalsatz: „Gehen die drei Seltenpaare zweier 
Dreieelie (In einer Ebene oder In zwei Torsdiiedenen Ebenen) 
dui'cL drei Punkte einei- und derselben Geraden, so schnei- 
den sich die drei Yerbindungsgeraden entsprechender Ecken 
der beiden Dreiecke in einem nnd demselben Punkt." 

Der eben angeführte Satz ist zwar, wie ohne weiteres er- 
kennbar, eine blosse Umkehrung des Torhergeh enden ; nichtsdesto- 
weniger erfordert er aber doch einen selbständigen Beweis. Letz- 
terer kann übrigens, ala auf ähnliehen Betrachtungen wie der 
frühere beruhend, leicht geliefert werden. 

Seien a^b^Cj und a^^^'^i l^S- "^7, Taf. V] die beiden Dreiecke, 
Yon welchen vorausgesetzt wird, dass die Schnittpunkte a, ß und ^ 
der Seitenpaare a^b^ und agb^; a^c^ und agCg-, b^Cj und b^Cg in 
einer und derselben Geraden S liegen. 

Die besagte Gerade s kann als die Centralprojektion der 
Schnittgeraden zweier Ebenen E^ und Ej ; die Dreiecke a^b^c^ und 
a^bjCg dagegen können als die Centralprojektionen zweier in diesen 
Ebenen liegenden Dreiecke aufgefasst werden. 

Die in a, ß, y sich schneidenden Seitenpaare a^b^ und a^bg; 
a^Ci und a^Cj; b^C^ und b^C^ bestimmen sodann drei Ebenen e^, 
e^ und ßj, welche sieh in irgend einem Punkte S schneiden werden. 
Selbstverständlich gehen durch den letztgenannten Punkt S auch 
die drei Schnittgeraden, welche die drei Ebenen 8;,, Gg und e^ 
paarweise ergeben. Die Schnittgerade der Ebenen e^ und Gg kann 
aber nur die Gerade a^a^ sein, da die Punkte a^ und a^ den ge- 
nannten Ebenen gemeinschaftlieh sind. Ebenso findet man, dass 
bjbg die Schnittgerade von e^ und e^ und c^c^ die Schnittgerade 
von Gg und Bg darstellt. Die drei Geraden aja^, bjb^ und c^Cj 
gehen somit durch den Punkt S. 

Das Gesagte gilt sowohl für die beiden im Räume in den 
Ebenen Ej und E^ gedachten Dreiecke, als auch für deren [in 
Fig. 77, Taf. V dargestellte] Centralprojektion, so zwar, dass 
wir hiermit den oben aufgestellten Satz sowohl für zwei Dreiecke 
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in verschiedenen Ebenen, als auch für zwei in einer und 
derselben Ebene liegende Dreiecke als bewiesen betrachten 
können. 



Die Aufeinandei'folg'e von Punkten auf einer Geraden und 
deren gegenseitige Lage Im allgemeinen. 

Ein auf einer geraden Linie L fortschreitender Punkt A 
[Fig. 78, Taf. V] kann anf zweierlei Wegen ins Ünendlielie ge- 
langen, so dass es den Anschein hat, als ob die Gerade L zwei 
unendlich ferne Punkte besässe. Da man jedoch, wenn diese Vor- 
aussetzung gemacht würde, mit gewissen feststehenden Thatsachen 
in einen unlöslichen Widerspruch geraten würde, so dürfte die 
Annahme, dass eine Gerade bloss einen einzigen unendlich 
fernen Punkt besitze oder dass, mit anderen Worten, die beiden 
von A ausgehenden Teile der Geraden L (in einer sieh allerdings 
der sinnliehen Anschauung entziehenden Weise) im Unendlichen 
kontinuierlich zusammen hängen, gerechtfertigt erscheinen. 

Ohne uns hier auf eine eingehende theoretische Rechtfertigung 
dieses Gegenstandes einzulassen, wollen wir doch die Richtigkeit 
des Gesagten auf eine für unsere dermaligen Zwecke genügende 
indirekte Weise darlegen. 

Ist eine Gerade centralprojektiviseh dargestellt, und wir lassen 
irgend eine Strecke der gegebenen Geraden stetig von einem Punkte 
durchlaufen, so wird auch die Oentralprojektion des Punktes die 
Centralprojektion des besagten Stückes der Geraden stetig zurück- 
legen, und umgekehrt. 

Nun treffen aber die Centralprojektionen der beiden ins Unend- 
liche verlaufenden Teile der Geraden stetig im Fluchtpunkte der 
Geraden, d. i. in der Centralprojektion des unendlich fer- 
nen Punktes zusammen; wir sind sonach berechtigt anzunehmen, 
dass auch die Originale, d. h, die beiden sich ins Unendliche er- 
streckenden Teile der Geraden, nur einen (dem genannten Flucht- 
punkte entsprechenden) unendlich fernen Punkt besitzen, und 
dass sie in demselben stetig zusammentreffen. 

Folgende Betrachtung hefert dasselbe Resultat. Sei L [Fig. 78, 
Taf- V] eine beliebige Gerade, A ein Punkt derselben, und C irgend 
ein der Geraden L nicht angehörender Punkt. 



y Google 



— 104 — 

Durch den Punkt A, sowie durch jeden aiideren Punkt von L 
geht stets nur ein Strahl, welcher gleichzeitig den Punkt C ent- 
hält, und wenn A sich stetig auf L fortbewegt, wird sich auch der 
ihn begleitende Strahl CA stetig um C drehen. 

Um einen bestimmten Fall vor Äugen zu baben, nehmen wir 
für den Punkt A die mit dem Pfeile bezeichnete Portschreitungs- 
richtung an. Derselben entspricht die im Sinne eines Uhrzeigers 
yerlaufende Drehung des begleitenden Strahles CA. Je weiter der 
Pnnkt A über A^ hinaus sich entfernt, desto mehr nähert sich der 
ihn begleitende Strahl CA . . . CA^ . . . der Parallellage CUcc 
von L, and wird die letztere endlich und zwar dann einnehmen, 
wenn A thatsächlich im Unendlichen verschwindet. 

Sobald aher der besagte Strahl die Parallellage auch nur um 
das Geringste überschreitet, taucht der Punkt A sofort auf der 
entgegengesetzten Seite der Geraden bei Ag auf, und nähert sich 
ondlieh, bei fortgesetzter Drehung (im Sinne des Pfeiles) des ihn 
begleitenden Strahles CA^, wieder der ursprünglichen Lage A. Da 
aber die Drehung des Strahles durch die Parallellage CU« stetig 
erfolgt, so sind wir berechtigt anzunehmen, dass auch der Punkt A, 
während er die ganze Gerade L durchläuft, durch den unend- 
lich fernen Punkt stetig hindurchgeht. 

Der Punkt A kann auf diese Weise auf zweierlei Art die 
ganze Gerade L durchlaufen, ~ einmal entsprechend der Fort- 
sehreitungsrichtung des Pfeiles, das andere Mal in dem entgegen- 
gesetzten Sinne. In beiden Fällen muss notwendigerweise sein 
Durchgang durch den unendlich fernen Punkt der Geraden 
erfolgen. 

Wenden wir uns nun, auf Grund der bezüglich des unendlich 
fernen Punktes gemachten Annahme, zu weiteren Betrachtungen. 

Auf einer Geraden I [Fig. 79, Taf. V] seien zwei Punkte a 
und b gegeben. AVenn ein beweglicher Punkt auf der Geraden I 
die Lage a einnimmt, ao kann derselbe auf zweierlei Weise nach 
b gelangen, und zwar das eine Mal durch die Bewegung von links 
nach rechts im Wege der endliehen Strecke ab, und das andere 
Mal durch die Bewewegung von rechts nach links im Wege der 
unendlich grossen Strecke ab, d. h. durch den unendlich fer- 
nen Punkt hindurch, oder wie man zu sagen pflegt, im Wege 
der „supplementären" Strecke ab. 

Ebenso kann man von b nach a im Wege dieser beiden 
Achtungen gelangen. 



y Google 



„ t05 — 

Sind auf einer Geraden I [Fig. 80, Taf. V] drei Punkte a, 
b, c gogeben, so kann man von jedem einzelnen dieser Punkte zu 
jedem zweiten gelangen, ohne den dritten zu treffen, jedoch ateta 
nur auf eine einzige mögliche Art. 

Und zwar: von a nach b von links nach rechts im end- 
liehen Wege ab; 

von a nach c von rechts nach links im Wege der supple- 
mentären (unendlichen) Strecke ac; 

von b nach a von rechts nach links längs der endlichen 
Strecke ba; 

von b nach c von links nach rechts längs der endlichen 
Strecke bc; 

von C nach a von links nach rechts im Wege der unend- 
lichen Strecke ca und ferner 

von c nach b von rechts nach links längs der endlichen 
Strecke cb. 

Hingegen kann man beispielsweise von b nicht nach a ge- 
langen, ohne c zu trefPen, wenn die Riehtung von links nach 
rechts eingeschlagen wird n. s. w. 

Nehmen wir schliesslich an, dass anf einer Geraden I vier 
Punkte a, b, c und d [Fig. 81, Taf. V] gegeben seien. 

Diese vier Punkte können auf dreierlei Weise in je zwei 
Paare ab, cd; ad, bc; und ac, bd gruppiert werden. Ausser 
diesen sechs Paaren lassen sich keine weiteren Paare auffinden. 

Stellen wir nun ähnliche Betrachtungen wie vorher an, so 
finden wir folgendes. 

Von a kann man nach b und umgekehrt von b nach a, und 
zwar im Wege der endlichen Strecke ab oder ba gelangen, ohne 
den Punkt c oder d zu treffen, während dies unmöglich wird, 
sobald die Fortschreitung anf dem unendlichen (supplementären) 
Wege von ab stattfindet. Ebenso kann man längs der endlichen 
Strecke cd oder de von c nach d oder von d nach C gelangen, 
ohne die Punkte a und b zu treffen. 

Dieses Ergebnis resp. dieses gegenseitige Verhalten pflegen 
wir dadurch auszudrücken, dass wir sagen, die beiden Punkte- 
paare ab und cd sind „gegenseitig nicht getrennt". Hierbei be- 
merken wir gleichzeitig, dass die durch dieselben bestimmten end- 
lichen Strecken ab und cd keinen einzigen Punkt gemein haben. 

Betrachten wir femer die beiden Punktepaare ad und bc, so 
finden wir, dass man von a nach d oder von d nach a längs des 
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unendUchen Weges gelaugen kann, ohne auf b und c zn ticffen 
dass dieses jedoch längs des endlichen Weges ad nacht möglich 
sei. Ebenso wird man von b nach C oder von c nach b längs 
des endlichen Weges bc gelangen können, ohne a nnd d zu 
treffen, nicht aber anf dem unendlichen Wege bc 

Es gibt also auch in diesem Falle stets einen bestimmten 
Weg, welcher von einem Punkte eines Paares zum zweiten Punkte 
desselben Paares fiihrt, ohne einen Punkt des anderen Paai es zu 
b-effen, woraus hervorgeht, dass auch die Punktepaare a, d und 
b, C sich gegenseitig nicht trennen. Gleichzeitig sei hier hervor- 
gehoben, dass alle Punkte der einen endlichen Strecke, — bc — 
zugleich auch Punkte der anderen endlichen Strecke — ad — sind. 

Die beiden vorher angeführten Punktepaare a, c und b, d da- 
gegen zeigen ein wesentlich verschiedenes Verhalten. 

Von a.kann man im endlichen Wege, d, i. von links nach 
rechts, nicht zn c gelangen ohne b zu treffen, und ebenso wenig 
ist dies im unendlichen Wege d. i. von rechts nach links möglich, 
ohne d zu begegnen. In gleicher Weise mnss man von c nach a 
im endlichen Wege (von rechts nach links) den Punkt b, und im 
unendlichen Wege (von links nach rechts) den Punkt d über- 
schreiten. 

"Übereinstimmend hiermit findet man schliesslich auch, dass 
es keinen Weg von b nach d oder von d nach b gibt, auf wel- 
chem nicht einer der beiden Punkte a oder c zu übersehreiten 
wäre. Man drückt dieses Verhalten kurz dadurch aus, dass man 
sagt: die beiden Paare a, c und b, d „trennen sich gegen- 
seitig." 

Hierbei finden wir ausserdem, dass gewisse Punkte der beiden 
endlichen Strecken ac und bd sieh decken, oder mit anderen Wor- 
ten, dass diese Strecken einander übergreifen. Wir erhalten so- 
nach den Satz: 

„Vier Punkte einer Geraden können auf drei Arten in zwei 
Faare gruppiert werden, und zwar so, dass: 

a) die von den beiden Punktepaaren gebildeten endlichen Stücke 
der Geraden keinen Punkt gemein haben; 

b) dass die von dem einen Paare gebildete endliche Strecke 
gänzlich in der von dem zweiten Paare gebildeten Strecke enthalten 
ist, und 

c) dass sich die von den Punktepaaren bestimmten endlichen 
i decken (übergreifen). 
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Im letzen Falle trennen sich die beiden Punktepaare gegenr 
s^tig, in den beiden ersten Fällen trennen sich dieselben nicht." 

Andere Lagen von vier Punkten auf einer Geraden, als die 
eben betrachteten, gibt es niebt. 



Die allgemeine Lage von Strahlen ilureli einen festen Punkt. 

Analoge Betrachtungen wie die soeben „über Punkte einer 
Geraden", Torausgescbickten, können auch bezüglich der „durch 
einen festen Punkt gebenden Strahlen" angestellt werden. 

Denken wir nns zwei unbegrenzte, durch einen Punkt S 
[Fig. 82, Taf. V] gehende Strahlen a und ß. Der Strahl a kann 
durch Drehung um S mit dem Strahle ß zur Deckung gebracht 
werdeu, und kann dies, wie an und für sich klar, auf zweifache 
Art geschehen. Das eine Mal nämlich dadurch, dass man den 
Strahl OL bei der Drehung um S in einem der Uhrzeiger bewegung 
entgegengesetzten Sinne den (in Figur 82) spitzen Winkel 
(a, ß) durchlaufen läsat, und das andere Mal durch eine Drehung 
im Sinne eines Uhrzeigers, wobei der Strahl a den Supplement- 
winkel des vorgenannten Winkels («, ß) [in Fig. 82 den stumpfen 
Winkel (a, ß)] beschreibt. 

Nebenbei sei hier noch bemerkt, dass es, um einen Strahl 
durch Drehung mit einem anderen zur Deckung zu bringen, (in- 
folge der zu beiden Seiten von S unendlich ausgedehnten Strahlen) 
niemals notwendig ist, einen grösseren Winkel als zwei Rechte 
zu beschreiben. So wird beispielsweise der Strahl a durch die 
Uhrzeigerdrehung bereits nach Beschreibung des stumpfen Winkels 
(a, ß) mit dem Strahle ß zusammentreffen; es wird mithin über- 
flüssig erscheinen, die Drehung durch den überstumpfen (durch 
einen Pfeil bezeiehneteu) Winkel fortzusetzen, wobei der Strahl a, 
nach Vollendung einer halben Umdrehung, seiue eigene ursprüng- 
liche Lage überschreiten würde. Auch in der Folge werden wir 
daran festhalten, dass bei einem vorgeschriebenen Drehungs- 
ainne ein Strahl immer nnr den möglichst kleinsten Winkel be- 
schreibe, um mit einem zweiten Strahle zur Deckung zu gelangen. 

Gehen drei Strahlen a, ß, 7 [Fig. 83, Taf. V] durch einen 
Punkt S, so kann bei unbestimmt gelassenen Drehungssinne jeder 
Strahl mit jedem zweiten zusammentreffen, ohne den dritten zu 
überschreiten. 
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Man gelangt nämlieh von ä nacli ß links abwärts oder reclita 
nach aufwärts drehend (d. h. entgegengesetzt der Uhrzeigerbe- 
wegung) und von ß nach a rechts abwärts oder links nach aufwärts 
drehend (im Sinne der Uhrzeigerhewegung), ohne y zu treffen. 

Ferner gelangen wir von ß nach y links abwärts drehend, oder 
von "( nach ß rechts abwärts drehend, ohne et zu überschreiten, 
und endlieh von a nach 7 rechts nach abwärts drehend oder von 
Y nach a links abwärts drehend, ohne ß zu treffen. 

Nehmen wir schliesslich vier durch einen Punkt S [Fig. 84, 
Taf. V] gehende Strahlen a, ß -y und & an, so können dieselben 
auf dreierlei Weise in die Paare a, ß und 7, 5; a, 8 und ß, y; a, 7 
und ß, 8 zueammeugefasst werden. 

Von a gelangt man links nach abwärts und rechts aufwärts 
drehend nach ß, oder von ß rechts nach abwärts und links auf- 
wärts drehend (d. i. entgegen der Uhrzeigerbewegung) nach a, 
ohne 7 oder S zu überschreiten. Ebenso kann man -f links nach 
abwärts nnd rechts nach aufwärts drehend mit 8, oder 8 rechts 
nach abwärts und links nach aufwärts drehend (d. i. im Sinne des 
Uhrzeigers) mit y znr Deckung bringen, ohne dass die Strahlen a 
nnd ß getroffen werden. Man sagt in diesem Falle wieder, die 
Strahlenpaare a, ß und y, 8 trennen sich gegenseitig nicht. 

Nimmt man hierbei eine von den beiden Winkelfläehen (die 
spitze oder die stumpfe), welche von dem erstgenannten Strahleu- 
paare begrenzt sind, und eine von den zwei Winkelflächen, welche 
das andere Strahlenpaar bildet, so wird mau, die beiden stumpfen 
Winkelflächen ausgenommen, finden, dass entweder die eine dieser 
Flächen ganz in der anderen enthalten ist, oder aber, dass sie gar 
keinen Teil gemein haben, sich jedoch auf keinen Fall teilweise 
decken werden. 

Zu einem gleichen^Resultate führen die beiden Strahlenpaare 
(X, 8 und ß, 7. 

Man kann a rechts abwärts, links aufwärts drehend nach h 
oder S links abwärts, rechts aufwärts drehend nach a überfuhren, 
ohne ß oder y zu treffen, und ebenso kann ß links abwärts, rechts 
aufwärts drehend nach -j , odei y lechts abwaits, Imks aufwärts 
drehend nach ß gelangen, ohne a oder S zu ubei schreiten. 

Die Paaif c, 8 und ß, 7 eischemen mithm ebenfalls nicht 
getrennt, und mau wud wiedet finden, dass eme Winkclfläche 
des einen Paates ganz in emei Winkelfla(,he des anderen Paares 
enthalten ist, oder dass die beiden Paaie Leinen Teil gemein 
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haben (die beiden stumpfen Winkelflächeo [a, 5] und [ß, y] aus- 
genommen), dass sieh jedoch in keinem Falle die beiden Winkel- 
flächen. (mit Ausnahme der stumpfen) teilweise decken. 

Ganz andere Verhältnisse treten bezüglich der beiden Strahlen- 
paare a, -y und ß, h auf. 

Von (X kann man nach Y Ünksdrehend oder von y nach a 
recbtsdrehend nur durch Überschreitung des Strahles ß, und 
Yon a nach Y rechtsdreheud oder von ^ nach a linksdrehend nur 
durch Überschreitung des Strahles 5 gelangen. 

Ebenso trifft man bei der linksdrehenden Bewegung von ß 
nach h, oder rechtsdrehend von 8 nach ß den Strahl y, und end- 
lich von ß reehtsdrehend nach b oder von & linksdrehend nach ß 
den Strahl a, Die Strahlenpaare a, Y und ß, & trennen sich 
mithin gegenseitig. 

In diesem Falle ist auch die Beziehung der Winkelflaehen 
beider Paare gerade entgegengesetzt der früheren. 

Während nämlich früher zwei von den betreffenden Strahlen- 
paaren begrenzte Winlielflächen sich teilweise nicht decken (mit 
Ausnahme der beiden stumpfen Winkelflächen, welche thatsäeh- 
heh teilweise zur Deckung kommen) tritt hier im letztbetr achteten 
Falle umgekehrt eine teilweise Deckung der beiden spitzen 
Flächen («, y) ^^^ (ßi ^) ß™- ^^ gil^' sonach der Satz; 

„Vier durch einen festen Punkt gehende Strahlen können auf 
dreierlei verschiedene Weise in je zwei Strahlmimare zusammen- 
gefasst werden. 

In einer dieser Kombinationen decken sich die spitzen (Ideineren) 
Winkelflächen der betreffenden Strahlenpaare teilweise, urtd sind die 
letzteren gegenseitig getrenttt. 

Bei zivei der möglichen Eomhinationen dagegen haben die beiden 
spitzen Winkelfiächen entweder keinen Teil gemein, oder die eine ist 
ganz in der anderen enthalten. Diesfalls trennen sich die betref- 
fenden Strahlenpaare gegenseitig nicht." 

§96. 

Es läflst sich nunmehr leicht zeigen, dass, wenn zwei sich 
trennende Punktepaare einer Geraden von einem festen Punkte 
durch zwei Strahlenpaare projiziert werden, diese letzteren 
sich ebenfalls trennen müssen. 

Der Beweis hierfür lässt sich durch nachstehende Betrachtung 
sofort liefern. 
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Denken wir uns zwei sich trennende Punktepaare a, c und 
b, d auf einer Geraden p (Fig. 90, Taf. V], so müssen sich (jiacli 
Satz in § 93) die endlichen Strecken ac nnd bd teilweise decken; 
es wird mithin einer der Punkte b und d innerhalb der Strecke ac, 
der andere dagegen notwendig ausserhalb dieser Strecke liegen. 
Projizieren wir weiter von einem festen Punkte S aus die vier 
Punkte a, b, C, d dnreb die vier Strahlen a, ß, 7, 5 und bilden 
wir die den Paaren a, c nnd b, d entsprechenden Strahlenpaare a, y 
und ß, 5, so können zwei Fälle eintreten. 

Die dem Paare a, f entsprechende spitze Winkelfläehe ent- 
hält entweder alle Paukte der Strecke ac oder (die Endpunkte 
a und C selbstverständlich ausgenommen) keinen derselben. 

Im ersten Falle wird die genannte spitze Winkelfläehe not- 
wendig den auf der Strecke ac liegenden Punkt des Paares b, d; 
im zweiton Falle hingegen den ausserhalb ac liegenden Punkt des 
Paares b, d enthalten. Stets aber wird die spitze Winkelfläche 
entweder den Punkt b oder den Punkt d, also auch entweder den 
Strahl ß oder den btiahl S enthalten müssen. 

Hieraus folgt iber unmittelbar, dass die spitze Winkelfläehe 
(a, f) einen Teil doi spitzen "Winkelfläche (ß, 5) enthalten muss, 
dass sieh also (Satz in § 94) die Strahlenpaare «,7 und ß, 5 
trennen müssen 

Da nun nachgewiesen lat, dass die sieh trennenden zwei Paaro 
von vier Punkten einer Geraden durch zwei sich trennende Strah- 
lenpaare projiziert werden, und (nach den Sätzen in § 93 und 94) 
vier Punkte oder vier Stiahlen nur auf eine einzige Weise in 
sich gegenseitig trennende Paaie zusammen gef'ipst werden 
können, so folgt der Satz 

„Die beiden Straltlmpaat bj ■uelche uon einem heliehtgen Punkte 
nach zwei sieh trennenden oder zwei sich mcht ttmnenden Punkte- 
paaren mer beliebigen Geraden gehen, stnd ehenfalh gegenseitig 
getrennt oder nicht getrennt, und umqelehrt" 



Das vollständige Ticretk und die Dtfiiutioii harmonischer 
fiebilde 

Nehmen wir in einer Ebene vier beliebige Punkte a, b, c, d 
[Fig. 85, Taf. V] an. Werden diese vier Punkte durch vier Strecken 
in solcher Weise verbunden, dass durch jeden derselben nur zwei 
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strecken gehen, so erhält man ein Gebilde, welches in der Ele- 
mentargeometrie ein Viereck genannt wird. 

Aus den vier Punkten a, b, c, d kann aber auch noch ein 
anderes ebenes Gebilde abgeleitet werden, welches in der projek- 
tivischeii Geometrie als ein „vollständiges Viereck" bezeichnet wird. 

Die Tier Punkte a, b, c und d pflegt man diesfalls die „F.clc- 
punkte" oder kurz die „Ecken" des vollständigen Vierecks, unci 
die sechs unbegrenzten Geraden A:^ab, B:;=cd, C ^ ac, 
D ^ bd, E^ad und F;^bc, welche sich durch paarweise Ver- 
bindung dieser Ecken ergeben, die „Seiten" des vollständigen 
Vierecks zu nennen. 

Diese Seiten kann man einerseits zu Dreien gruppieren, 
welche einen Eckpunkt gemein haben, aber auch andererseits 
(was von grösserer Bedeutung ist), zu Paaren gruppieren, welche 
keinen Eckpunkt gemeinschaftlich besitzen. 

Das Gesagte kann dadurch bewirkt werden, dass man einer 
Seite, welche zwei Eckpunkte verbindet, stets jene Seite zugesellt, 
welche die beiden noch übrigen Eckpunkte verbindet. Zwei der- 
artige Seiten bezeichnet man als „Gegenseiten" des vollständigen 
Viereckes. Das letztere hat mithin drei Paare von Gegen- 
seiten, nämlich A = ab und B = cd; C^ac imA D^:bd; E^ad 
und F = bc. 

Da je zwei Gegenseiten keinen Eckpunkt gemein haben, so 
folgt, dass deren Schnitt je einen neuen Punkt ergeben müsse. 
Wir erhalten auf diese Weise die drei Punkte X, y und Z als 
Schnitte der Gegenseitenpaare A und B; C und D; E und F. 

Das von diesen drei Punkten gebildete Dreieck xyz heisst das 
dem vollständigen Viereck entsprechende ,, Diagonaldreieck", 
und die unbegrenzt gedachten Seiten X==^yz, Y=:zx und Z^xy 
dieses Dreieckes werden als die Diagonalen des vollständigen 
Viereckes bezeichnet. 

Da weiter jede Diagonale die Verbindnngsgerade der Schnitt- 
punkte zweier Paare von Gegenseiten ist, so wird sie das jeweilige 
dritte Paar von Gegenseiten in zwei neuen Funkten treffen. Hier- 
nach ergeben sich schliesslich noch die sechs Punkte m, n, 0, p, 
q, r, womit das vollständige Viereck als geschlossen anzunehmen ist. 

Was die in einem derartigen vollständigen Viereck vorkom- 
menden Punkte und Geraden betrifft, so finden wir folgende Eigen- 
tümlichkeiten. 

Auf jeder der sechs Seiten und auf jeder der drei 
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Diagonalen liegen vier Punkte des besagten Gebildes, und es 
ist sofort ersichtlich, dass, sobald man vier derartige Punkte in 
die sieh gegenseitig trennenden Paare znsammenfasst, das eine 
Paar stets zwei Gegenseiten, das andere Paar dagegen stets 
zwei Diagonalen angehört. 

Ferner findet man, dass durch jeden Eckpunkt des Dia- 
gonaldreiecka vier gerade Linien des bezeichneten ebenen Ge- 
bildes gehen, Fasst man aucb diese in die sieb gegenseitig 
trennenden Paare zusammen, so ergibt sich, dass das eine Paar 
stets zwei Gegenseiten, das andere Paar aber zwei Diago- 
nalen des Viereckes repräsentiert. 

Endlich überzeugt man sich auch leicht, dass die vier obbe- 
zeicbueten Punkte auf einer beliebigen Geraden des Gebildes, die 
Centralprojektionen von vier auf einer beliebigen zweiten Ge- 
raden des Gebildes liegenden Punkte sind, und dass das betref- 
fende Projektionscentrum stets auch ein dem Gebilde selbst 
angehörender Punkt sein muss. 

Vier Punkte einer Geraden, welche in demselben geo- 
metrischen Zusammenhange stehen, wie die vier Punkte auf 
einer Seite oder auf einer Diagonale eines vollständigen Vier- 
eckes, und welche sieh thatsächlich als das Resultat der bespro- 
chenen Viereckskonstraktion ergeben, bezeichnet man als „vier 
harmonische Punkte" oder als eine „harmonische Punktgruppe". 
Zwei dieser Punkte, welche durch die beiden anderen getrennt 
sind, heissen „einander harmonisch konjugierte" oder „einander har- 
monisck zugeordnete Punkte". 

In gleicbem Sinne wird man vier durch einen und denselben 
Punkt gehende Strahlen, welche denselben geometrischen Zusam- 
menhang besitzen, wie die durch einen Diagonaleekpunkt eines 
YoUständigen Viereckes gebenden vier Strahlen, oder sieh in 
der Thafc als solche ergeben, „vier harmonische Sirahlen" oder einen 
„harmonischen Tierstrahl" nennen. Unter den vier Strahlen be- 
zeichnet man immer jene als „harmonisch konjugiert" oder „harmo- 
nisch zugeordnet", welche durch die beiden übrigen getrennt sind. 

§97. 

Das vollständige Vierselt und die an demselben auftretenden 

hai-moniselien Gebilde. 

Ein zweites ebenes Gebilde von nicht minderer Wichtigkeit, 
welches überdies nahezu dieselben Linien und Punkte wie ein voll- 
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ständiges Viereck besitzt., sich aber von dem letzteren durch seinen 
Ursprung oder seine Entwiclrelung unterscheidet, ist das „vollstän- 
dige Vierseit". 

Während bei dem yollständigen Viereck vier Punkte, die 
Eckpunkte desselben, die Grundlage für die Konstruktion des Vier- 
eckes bilden, sind es liei dem vollständigen Vierseit vier 
beliebige G-eraden a, b, c, d [Fig. 86, Taf. V] einer Ebene, von 
welchen ausgegangen wird. Besagte Geraden nennen wir die 
„Seifen" des Vierseites. 

Diese Seiten schneiden sieh paarweise in sechs Punkten, 
d. i. in A = {a, b); B = (c,d); C = (a,c); D-^(b,(I); E = (a, d) 
nnd F = (b, c), welche die „Ecken" oder „Eckpunkte" des Vier- 
seites heissen. 

Je zwei Eckpunkte, welche nicht einer und derselben 
Seite angehören, pflegt man „Gegeneckpunkte" zu nennen. Man 
hat demnach die drei Paare Gegenecken A und B; C und 0; 
E und F. 

Nachdem zwei Gegeneeken, der gegebenen Definition ent- 
sprechend, nicht auf einer und derselben Seite des Vierseites lie- 
gen, so werden die drei Geraden x, y und z, welche sieh als Ver- 
bindungslinien der drei Paare von Gegenecken A, B; C, D und E, F 
ergeben, drei neue Geraden des Vierseits vorstellen. Man nennt 
diese Geraden die ,, Diagonalen" des vollständigen Vierseits, 
während man das von ihnen gebildete Dreieck, als das dem Vier- 
seit entsprechende „Diagoncddreiseit" and die Eckpunkte X, Y, Z 
des letzteren, als die „Diagonalecken" des vollständigen Vier- 
seites bezeichnet. 

Hiermit ist zwar, streng genommen, das genannte Gebilde 
abgeschlossen, doch kann man noch sechs Verbindungsgeraden 
d. i. jene hinzufügen, welche die Diagonalecken mit den auf 
den ihnen gegenüberliegenden Diagonalen sich befindlichen 
Gegeneckenpaaren verbinden. Demnach erhält man noch die 
Geraden m, n, 0, p, q und r. 

Betrachtet man nunmehr das Gebilde, so findet mau, dass auf 
jeder Diagonale vier Punkte liegen, von welchen zwei ,, Gegen- 
eeken", und die übrigen zwei „Diagonalecken" sind. 

Die besagten beiden Punktepaare ti'ennen sich. Weiter kon- 
vergieren in jedem Eckpunkte zwei sich trennende Strahlenpaare, 
das sind zwei Seiten des Vierseites (welche das eine Paar bilden), 
sowie eine Diagonale und jene Gerade, welche nach der jeweilig 
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gegenüberliegenden Diagonalecke führt. Die beiden leztgenannten 
Geraden bilden das zweite Strahlenpaar. 

Endlich gehen auch durch jeden Diagonaleekpunkt zwei 
eich trennende Paare, und zwar zwei Diagonalen sowie zwei Ge- 
raden nach „Gegeneckpunkten" des Vierseites. 

Es ist leicht einzusehen, dasa je vier solcher Punkte, welche 
anf einer Geraden des vollständigen Vierseites durch dessen 
andere Geraden bestimmt werden, sowie auch je vier durch einen 
Punkt des Gebildes gehenden Geraden beziehungsweise harmo- 
nische Punkte oder harmonische Geraden vorstellen, und 
zwar einfach aus dem Grunde, weil jedes vollständige Vierseit, 
sobald man seinen Bestandteilen eine andere Bedeutung beilegt, 
unmittelbar als vollständiges Viereck aufgefasst werden kann. 

Betrachtet man beispielsweise die Punkte D, C, E, F [Pig- 86, 
Taf. V] als Eckpunkte eines vollständigen Viereckes, so erhält man 
als die sechs Seiten desselben die Geraden a, b, c, d, y und Z; als 
Diagonaleckpunkte die Punkte X, A, B und als Diagonalen die 
Geraden X, m, tl, — durchwegs also Punkte und Geraden, welche 
im vollständigen Vierseit bereits enthalten sind. 

§ 98. 

Eonstriiktion toii harmomsclion Elementen mittels des yoll- 

stäiidigen Yicreclses, imd die Eindeutigkeit dersellten. 

Auf einer Geraden I [Fig. 87, Taf. V] seien drei beliebige 
Punkte a, b, c gegeben. Zu diesen drei Punkten soll ein vierter 
Punkt d so konstruiert werden, dass a, b, C und d vier harmo- 
nische Punkte sind. 

Besagter Punkt d kann entweder zwischen b und C; ausser- 
halb der Strecke ac, oder auch zwischen a und b liegen, je nach- 
dem wir voraussetzen wollen, dasa er mit a, b oder c konju- 
giert sei. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, setzen wir 
fest, dass der zu suchende Punkt d mit dem Punkte b ein kon- 
jugiertes Paar bilden solle. 

Es ist demnach ein vollständiges Viereck so zu kon- 
struieren, dass die Gerade I eine Seite oder Diagonale desselben 
werde, dass durch a imd c zwei Gegenseiten ond durch b und d 
zwei Diagonalen gehen, oder umgekehrt. 

Dies kann folg ender massen geschehen. Wir nehmen ausser- 
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halb I einen beliebigen Punkt A^ an, und zielien die Geraden A^a, 
A^b, A^c. Auf A^b, d. i. auf demjeuigen Strahle, welcher durch 
den, dem zu suchenden Punkte d konjugierten Punkt b geht, 
wählen wir einen zweiten beliebigen Punkt B^. Die Verbindungs- 
geraden aB^ und cBj schneiden beziehungsweise die Geraden A^C 
und A[a in C^ resp. D^, während die Ver bin dungsgerade C^D^ die 
Gerade AjB^ in Xj und die Gerade i in dem gesuchten Punkte 
d trifft. 

Betrachtet man nämlich A^, Bj, Cj und Dj als Eckpunkte 
eines vollständigen Viereckes, so ist I eine Diagonale desselben, 
ferner gehen durch a und C zwei Diagonalen, nämlich aX, und 
cXj, und durch b und d zwei Gegenseiten A^Bj und 0,0^, 

Oder, fasst man a, c, C^, \)j_ als Eckpunkte eines vollstän- 
digen Viereckes auf, so ist I eine Seite desselben; durch a und c 
gehen zwei Gegenseiten aD, und cC^ und durch b und d zwei 
Diagonalen A^B^ und B^d. 

Nach beiden Auffassungsarten sind a und C durch b und d 
(gemäss der in § 96 aufgestellten Definition) harmonisch ge- 
trennt. Auch wird es keinerlei Schwierigkeit unterliegen, zu 
zeigen, dass die Lage des Punktes d mit der Wahl des Hilfs- 
viereckes in keiner Beziehung steht, sondern bloss von der gegen- 
seitigen Lage der drei Punkte a, b, C abhängig ist, oder mit an- 
deren Worten, dass auch ein anderweitig gewähltes, nach derselben 
Methode konstruiertes Hilfsviereck A^BsC^D, [Fig. 87, Taf. V] immer 
wieder den nämlichen, d. i. den bereits durch AjB^CiDi gelieferten 
Punkt d ergeben wird. 

Der Beweis hierfür ist leicht zu erbringen. 

Die beiden Dreiecke A^B^Cj und A^B^Cg Hegen so, dass ihre 
Seiten durch die nämhchen Punkte a, b, c der Geraden I gehen. 
Entsprechend dem vorangeführten zweiten Fundamentalsatz {§ 92), 
müssen sodann die Verbindungsgeraden AjAj, BjBg und C^C^ durch 
einen und denselben Punkt S gehen. Desgleichen gehen he beiten 
der beiden Dreiecke A^B^Dj und A^B^D^ durch die Punkte a b c 
es müssen daher die Verbindungsgeraden AjAg, B^B^ und D^Dg duicl 
einen und denselben Punkt S gehen. Dieser Punkt S ist offenb vr 
der nämliche, wie der im vorhergehenden Falle gefundene da er 
dort ebenfalls als Schnitt der gleichnamigen Strahlen A,A2 und 
BjBb erhalten wurde. Es führen mithin alle vier "V eil in 1 mg 
strahlen A^A^, B^B^, C^Cg und O^D^ durch den nämlichen Punkt S 

Dieses Ergebnis festhaltend werden wir (unter ^le ch?e t ger 
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Anwendung des vorangoscliiekten ersten Fundamentalsatzes (§ 91) 
auf die Dreiecke A^C^D^ und AjCäDg) finden, dass die Sclimttpnnkte 
der Seiteupaare A^D^ und A^D^; ÄiC^ und A^Cs; C^D^ und CaD^ 
in einer und derselben Geraden liegen. 

Die beiden erstgenannten Paare schneiden sich beziehungs- 
weise in a und c, es wird folglich deren Verbind nugslinie I bereits 
die vor bezeichnete Gerade sein; auf der nämlichen Geraden muss 
nun auch der Schnitt d von C^D, und CgDg liegen, oder mit anderen 
Worten: das vollständige Viereck A^BäC^Da liefert auf 1 denselben 
Punkt d, wie das vollständige Viereck AiBiC^Dj. Das Gleiche wird 
von jedem anderen über a, b, c in der besprochenen Weise kon- 
struierten Viereck gelten, so, dass man den Satz erhält: 

„Sind auf einer Geraden drei Punkte gegeben, so ist jener 
vierte Punkt, welcher mit einem der drei gegebenen die beiden noch 
übrigen Punkte harmonisch trenrdj bloss von der gegenseitigen Lage 
der drei Punkte abhängig, und kann eindeutig konstruiert werden." 

§ 99. 

Zu dem gleichen Resultate gelaugt man auch, wenn zu drei 
gegebenen durch einen Punkt S [Fig. 88, Taf. V] gehenden 
Strahlen a, ß, 7 ein vierter harmonischer Strahl gefunden 
werden soll. 

Wenn wir festsetzen, dass der zu suchende Strahl S etwa mit 
dem Strahle ß ein konjugiertes Paar bilden soll, so kann der- 
selbe auf nachstehende Weise konstruiert werden. 

Man schneidet die Strahlen a und y durch eine beliebige Ge- 
rade 91 in a^ resp. b^, verbindet diese Schnittpunkte mit einem 
beliebig auf ß gewählten Punkte e^ durch die Geraden ajCj -und 
b^e^ welche beziehungsweise die Strahlen f und a. in C, und d^ 
treffen, und bringt hierauf C^i^ mit g^ in f^ zum Schnitte. Der 
Strahl Sfi = 5 ist sodann der gesuchte Strahh 

Betrachtet man nämlich a^, b^, Cj und dj^ als Eckpunkte eines 
vollständigen Viereckes, so sind S, e^ und f^ die drei Diagonaleck- 
punkte. Die Strahlen a und 7 als Gegenseiten, sind sodann (nach 
der Definition iu § 96) durch die Strahlen ß und h als Diagonalen 
harmonisch getrennt. 

Auch diesfalls lässt sich anstandslos der Nachweis erbringen, 
dass der Strahl 8 bloss von der gegenseitigen Lage der drei 
gegebenen Strahlen abhängig sei, dass also jede andere in ähn- 
licher Weise ausgeführte Konstruktion (wie beispielsweise jene 
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mit Zuhilfenalime von Hg ''s "'s ^2^2 ^2) ^^'^^s denselben Strahl S lie- 
fern muss. 

Die Ecken der beiden Dreiecke a^bjei und a^b^e^ befinden 
sich auf den drei durch S gehenden Strahlen a, y, ß; es liegen 
daher [nach dem ersten Fundamentalsatze (§ 91)] die Schnittpunkte 
p., V und TC der Seitenpaare aibj, a^tig ; a^e^, a2,Bg ; und bjCi, bgC^ 
auf einer und derselben Geraden p. Auf dieser Geraden p muss sich 
aber auch der Schnittpunkt p der beiden Geraden Cjdj und Cgd^ 
Yorfinden, da der besagte Fundamentaisatz (§ 91) in gleicher Weise 
auf die beiden Dreiecke c^diBj und c^d^e^ angewendet werden kann. 

Wenden wir weiter auf die beiden Dreiecke aiCjfj und ^^0^%, 
da deren Seiten sich in den Punkten |x, v, p einer und derselben 
Geraden p schneiden, den zweiten Pundamentalsatz (§ 92) an, so 
finden wir, dass die Verbindungsgerade h^i^f^ durch den Schnitt 
von ajHä und CjCg, d. h. durch S gehen muss. Hieraus folgt, daas 
die beiden Viereckskonstruktionen einen und denselben Strahl 5 
liefern. Nachdem das Gleiche von jeder anderweitigen Vierecks- 
konstruktion gilt, so folgt der Satz: 

„Sind durch einen Punkt drei Strahlen gesogen, so ist jener 
vierte StraM, welcher mit einem der drei Strahlen die beiden an- 
deren harmonisch trennt, bloss von der gegenseUigen Lage der drei 
Strahlen abhängig, und kann eindeutig konstruiert werden." 

§ 100. 

Denken wir uns die vier harmonischen Punkte a, b, C 
und d [Fig. 87, Taf. V] auf irgend eine Weise, beispielsweise ver- 
mittels des vollständigen Viereckes A^BgC^D^ konstruiert, und neh- 
men wir ausser der Geraden I einen beliebigen Punkt A^ an, so 
kann derselbe (wie in § 98 nachgewiesen wurde) stets als ein Eck- 
punkt eines vollständigen Viereckes augesehen werden, welches 
gleichfalls die Konstruktion der vier harmonischen Punkte a, 
b, C, d gestattet. Es müssen mithin die vier Strahlen, welche A^ 
mit a, b, c, d verbinden, selbst harmonische Strahlen sehi. 

Sind andererseits vier harmonische Strahlen a, ß, Y, 5 
[Kg. 88, Taf. V] auf irgend eine Art, beispielsweise mittels der 
Viereckkonstmttion a^b^C^d^ej^^ ermittelt worden, und schneidet 
man diese vier Strahlen durch eine beliebige Gerade g^ in den Punk- 
ten a^, h,, b^, f^, so sind diese selbst auch harmonisch, da {nach 
§ 99) die genannte Gerade als Bestandteil eines vollständigen Vier- 
eckes betrachtet werden kann, auf welches sich die Konstruktion 
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der vier Strahlen a, ß, 7, S ebenfalls gründen lässt. Es gilt dem- 
nach der Satz: 

„ Vier ha/rmonische Punkte werden von dnem Punkte aus stets 
durch vier harmonische Strahlen projiziert, imd vier harmonische 
Strahlen durch eine Gerade stets in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten." 

Als unmittelbare Folge des vorstehenden Satzes ergibt sich 
auch der folgende: 

„Die Centralprojeläionm mn vier harmonischen Punkten sind 
stets wieder harmonische Punkte." 

§ 101. 

Seien auf einer Geraden wieder drei Punkte a, b, C [Fig. 89, 
Taf. V] gegeben. Zn diesen Punkten können drei neue, harmo- 
nische Punkte konstruiert werden und zwar der Punkt d, wel- 
cher mit b das Paar a, C harmonisch trennt, der Punkt e (nicht 
eingezeichnet), welcher mit a das Paar b, c harmonisch trennt, 
und der Punkt f (in Pig. 89 nicht eipgetragen), welcher mit c das 
Paar a, b harmonisch trennt. 

Von den nun auf der Geraden I befindlichen sechs Punkten 
a, b, c, d, e, f, kann man neuerdings je drei als die Grund- 
lage für eine gleiche Konstruktion annehmen, und die betreffenden 
drei harmonischen Punlcte hierzu aufsuchen. So beispielsweise den 
Punkt g konstruieren, welcher mit a das Paar c, d harmonisch 
trennt u. s. w. Werden diesbezüglich alle möglichen Kombiuationeu 
in Betracht gezogen, so ergeben sich aehtund vierzig neue Punkte. 

Wenn man in der angedeuteten Weise zu konstruieren fort- 
fährt, so ist einleuchtend, dass man nach und nach die Gerade 
nach Belieben dicht mit Punkten bedecken kann, welche sämtlich 
mit den drei ursprünglich gegebenen Punkten a, b, C lediglich 
durch harmonische Konstruktionen zusammenhängen. Die so 
erhaltenen Punkte pflegt man die mit a, b, c „rational verbundenen 
Punkte" der Geraden zu nennen. 

Nehmen wir ausser den drei Punkten a, b, C noch einen vier- 
ten Punkt X [Fig. 89, Taf. V] auf der Geraden I beliebig an, und 
sehen wir nach, ob wir denselben durch harmonische Konstruk- 
tionen zu erreichen vermögen. 

Bestimmen wir zunächst den Punkt d, welcher mit b das 
Paar a, c harmonisch trennt, ao finden wir dass x zwischen c und 
d liegt. Sucht man weiter einen Punkt, welcher mit einem 
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ausserliallj cd liegenden Punkte das Paar c, d harmonisch scheidet, 
ao wird derselbe notwendig innerhalb der Strecke cd, also näher 
an X liegen, als c oder d. So befindet sich beispielsweise der 
Punkt g, welcher mit a die Strecke cd harmonisch trennt, näher 
an X als d -, es erscheint demnach x wieder zwischen zwei Punkten 
c und g, die bereits näber aneinander liegen als die Punkte C und 
d, eingescbl Oasen, Nun kann wieder ein Punkt bestimmt werden, 
welcher näher als c oder g an x liegt, und zwar dadurch, dass 
man einen von den Punkten konstruiert, welche mit einem ausser- 
balb cg liegenden Punkte das Paar C, g harmonisch trennen. 

Setzt man die Konstruktionen auf die angedeutete Weise fort, 
so sind zwei Fälle möglich. Entweder, man erreiebt nach einer 
endlichen Anzahl harmonischer Konstruktionen den Punkt X 
wirklich, und dann iat derselbe eben ein mit a, b, C rational 
zusammenhängender Punkt, oder, man kann sich demselben 
mit rationalen Punkten von beiden Seiten unbegrenzt näbern, 
ihn selbst jedoch erat nach unendlich vielen harmonischen 
Konstruktionen erreichen. Im letzteren Falle bezeichnen wir ihn 
als „irrational" zu a, b, c. 

Soviel ist indessen gewiss, dass wir X zwischen zwei rationale 
Punkte, so nahe ala nur immer wünschenswert, einschliessen können. 

Zu gleichem Resultate gelangt man auch bezüglich dreier 
durch einen Punkt gehenden Strahlen. 

Zu den gegebenen Strahlen kann man durch fortgesetzte har- 
monische Konstruktionen beliebig viele (mit ihnen rational zu- 
sammenhängende) Strahlen ermitteln, und sich ao einem beliebigen 
vierten Strahle mit rationalen Strahlen (zu beiden Seiten desselben) 
nach Belieben nähern. 

§ 102. 
Das Dualltätsprinzlp. 

Die Thatsache, dass durch zwei Punkte nur eine einzige Ge- 
rade geführt werden kann, und zwei Geraden sich nur in einem 
einzigen Punkte achneiden können, gestattet bei allen Fragen, die 
sich auf die gegenseitige Lage von Punkten und Geraden be- 
ziehen, eine eigentümliche Gegenüberstellung von „Punkt" und 
„Gerade", welche in dem sogenannten „Dualitätsprineip" ihren 
Ausdruck findet. 

Dieaea Dualitätsprinzip sagt Dämlich aus, dasa man jedem aus 
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Punkten nnd Geradeu bestehenden geometrisehen Gebilde ein zwei- 
tes gegenüber stellen kann, in welchem au Stelle aller Punkte 
des ersten Gebildes, Geraden; und an Stelle alier Geraden des 
ersten Gebildes, Punkte treten. Ist in dem ersten Gebilde die 
,, Verbindungsgerade zweier Punkte" Eonstmktionsresultat, 
so ist in dem zweiten Gebilde der „Schnittpunkt zweier Ge- 
raden" Konstruktionsresultat. 

Tritt im ersten Gebilde die besondere Eigenschaft auf, dass 
drei Punkte in derselben Geraden liegen, so wird man im 
zweiten Gebilde drei durch den nämlichen Punkt gehende 
Geraden finden, und umgekehrt. 

Einem Dreieck, d, i. dem Gebilde, welches aus drei Punkten 
a, b, c besteht, steht dual ein Dreiseit gegenüber, d, i. ein Ge- 
bilde, welches aus drei Geraden a, b, C zusammengesetzt ist. Den 
Dreieckseiten im ersten Falle, als den Verbindungs geraden der 
drei Punkte a, b und C, entsprechen dual die Eckpunkte des 
Dreiseites als Schnittpunkte der drei Geraden a, b und c. 

Vier harmonischen Punkten auf einer Geraden ent- 
sprechen dual ¥ier harmonische Strahlen durch einen 
Punkt, und zwar steht hierbei der Punkt, durch welchen die 
vier Strahlen gehen, dual der Geraden, auf welcher die vier 
Funkte liegen, gegenüber. 

Schon aus diesen wenigen Erörterungen ist zu entnehmen, 
von welch hohem Werthe dieses Dualitätsprinzip ist, da sich 
mittels desselben jedem Satze, welcher sich auf die Lage von 
Punkten und Geraden bezieht, durch die enisprechende duale 
TJmkehrung sofort ein zweiter Satz gegenüberstellen lässt. 

Hat man demnach den ersten Satz bewiesen, so ist auch schon 
für den zweiten dualen Satz der Beweis erbracht. Derselbe kann 
aber selbstverständlich auch direkt dadurch bewiesen werden, dass 
man alle zum Beweise des ersten Satzes führenden Konstruktionen 
und Betrachtungen in richtiger Weise dual umgestaltet. 

Man wird diesbezüglich leicht die Dualität der beiden Fun- 
damentalsätze (§ 91 und 92) und der ihnen beigefügten Beweise; 
die Dualität von vollständigem Viereck und vollständigem Vier- 
seit; die Dualität in den Betrachtungen und Sätzen der §§ 98 
und 99 u. s. w. erkennen. In gleicher Weise wird sich das Dua- 
litätsprinzip iu den folgenden Betrachtungen mit Vorteil verwen- 
den lassen. 

Zu bemerken ist hierbei, daaa das eben aufgestellte Prinzip 
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bloss für die Ebene gilt, mid dass im R.aume, infolge des 
Hiuzotreteas der Ebene, ein anderes Dnalitütsprinzip anftritt, 
welches an spätere-r Stelle erörtert werden wird. 

§ 103. 
Die Gnimlgelbildo dei' Geometrie der Xage. 

lu der Geometrie im allgemeinen unterscheidet man drei 
„Baumeleniente", nnd zwar den Punkt, die Gerade nnd die 
Ebene. 

Mit der Bezeichnung Elemente will man hierbei ausdriiekcn, 
dass Punkt, Gerade und Ebene als etwas Ursprüngliches, Nicht- 
entstandenes und auch Nichtteilbares aufzufassen sind, dass 
also beispielsweise die Gerade, als Element betrachtet, nicht etwa 
erst das Resultat eines sie beschreibenden Punktes vorstellen soll. 
In dieser Beziehung kann man zuweilen auch den „Raum" selbst 
als geometrisches Element auffassen. 

Zwei Elemente haben eine allgemeine gegenseitige Lage, 
wenn das eine Element nicht in dem anderen liegt, oder das eine 
nicht durch das andere geht (hierbei ist der Raum als Element 
auszusehliessen) ; dagegen haben zwei Elemente eiue besondere 
gegenseitige Lage, wenn ersteres der Fall ist. Diese besondere 
gegenseitige Lage zweier Elemente bezeichnet man als „Incidenz" 
derselben. 

Es bestehen demnach folgende Incidenzen. Punkt und Ge- 
rade sind iucident, wenn der Punkt in der Geraden liegt, oder 
die Gerade durch den Punkt geht. 

Gerade und Ebene sind ineident, wenn die Gerade in der 
Ebene liegt, oder die Ebene durch die Gerade geht. 

Ebene und Punkt sind ineident, wenn die Ebene durch 
den Punkt gebt, oder der Punkt in der Ebene liegt. 

Die Gesamtheit aller Elemente gleicher Art, welche mit 
einem aweiten Elemente ineident sind, nennt man in der „Geo- 
metrie der Lage" ein „Grimdgehilde" und das feste Element den 
„Träger" des Grundgebildes. Man wird demnach folgende Grnud- 
gebilde zu unterscheiden haben. 

A) In der Ebene. 

a) „Die PunMrethe", d. i. der Inbegriff aller Punkte auf einer 
Geraden; die letztere ist der ,, Träger" der Reihe. 

b) „Das Strahlenbüschel", d. i. die Gesamtheit aller durch 
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einen Punkt gehenden Strahlen; der Punkt ist hierbei der „Trä- 
ger". Häufig wird anch der besagte Punkt als „Scheitel" oder 
„M(fe^j>M«Ä;i" des Strahlenbüschols, und die Ebene dea Büschels 
als Träger bezeichnet. 

c) „Das Fmiktfeld", d. h, der Inbegriff aller in einer Ebene 
liegenden Punkte; die Ebene ist der Träger, 

d) „Das Strahlenfeld" oder die Gesamtheit aller Strahlen eiuer 
Ebene; die letztere ist wieder der Träger. 

B) Im Räume. 

a) „Das Ebenenbüsckel" oder die Gesamtheit aller Ebenen 
durch eine Gerade; die letztere ist der zugehörige Träger und wird 
gewöhnlich die „Axe" des Ebenenbnschela genannt, 

b) „Das Straklenhündel" welches aus allen dnreh einen festen 
Punkt im Räume gehenden Strahlen besteht. Der genannte Punkt 
^t der Tr^er des Bündels. Derselbe wird als „Scheitel" oder 
„Mittelpunkt" des Strahlenbündels bezeichnet. 

c) „Das EbenenbündeV d. i. die Gesamtheit aller durch einen 
Punkt gehenden Ebenen; der Punkt ist wieder Träger desselben 
and wird der „Scheitel" oder „Mittelpunkt" des Ebenenbündels 
genannt. 

In neuerer Zeit wird auch die Incidenz zweier Geraden 
berücksichtigt. Dieselbe ist an die Bedingung geknüpft, dass die 
besagten Geraden einen Punkt gemein haben. Hiernach zählt 
man zu den Gmndgebilden auch noch: 

d) „Den linearen Komplex", welcher aus allen Geraden dea 
Raumes, die eine feste Gerade sehneiden, besteht. Die feste Ge- 
rade ist der Träger und heisst die „Axe" des Komplexes. 

Endlich kann man auch noch den Raum in dreifacher Weise 
als Grundgebilde auffassen, und zwar als „Punktraum", „Strahlen- 
raum" oder „Ebenenraum" d. i. als Inbegriff aller in ihm liegen- 
den Punkte, Strahlen oder Ebenen. 

Wie selbst schon aus einer bloss oberflächlichen Betrachtung 
erkenntlich, sind die eben aufgezählten Grundgebilde bezüglich der 
Anzahl ihrer Elemente wesentlich von einander verschieden. 

So ist die Anzahl der Punkte einer Punktreihe und die 
eines Punktfeldes, obwohl beide Anzahlen unendlich gross sind, 
doch voneinander verschieden. Diese Verschiedenheit gibt Veran- 
lassung zur Einteilung der Grundgebilde nach Stufen. 

Bezeichnen wir, als Grundlage der folgenden Betrachtungen, 
die unendliche Anzahl der Punkte einer Punktreihe mit u. 
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Eilst emleuchteod, dassein Strahleabnschel ebenfalls u Ele- 
mente, J h einfacli unendlich viele StraUeu besitzen muss, 
da =!aiuthehe Strahlen dieses Biisebels dadurcb erhalten werden 
können, dass man von dem Seheitel des Büschels die Strahlen 
nach allen U Pnnkten einer Punktreihe gezogen denkt. 

Ebenso leicht ist einznsehen, dass ein Ebenenbüschel gleich- 
falls u Elemente, d. i. Ebenen besitzt; denn nimmt man auf einer 
die Axe des Ebenenbüschela nicht schneidenden Geraden eine 
Punktreihe an, so können die Ebenen des Büschels nur jene sein, 
■welche einerseits durch die Axe des Büschels und andererseits durch 
die u Punkte der Reihe bestimmt sind. 

Was hingegen die Punkte eines Punktfeldes betrifft, so ist 
einleuchtend, dass mau sie in u Punktreihen zerlegen kann, deren 
Tr%er die u Strahlen irgend eines in der Trä,gerebene des Punkt- 
feldes liegenden Stralilenbüschels sind. Hieraus folgt, dass die 
Anzahl der Elemente eines Punktfeldes gleich ü X U = u^ ist. 

Die Strahlen eines Strahlenfeldes lassen sich zu u Strah- 
lenbüscheln gruppieren, deren Scheitel die U Punkte einer belie- 
bigen in der Trägerebene des Strahlenfeldes liegenden Punktreihe 
sind. Die Anzahl der Strahlen eines Strahlenfeldee ist also eben- 
falls u X u = u^. 

Denkt man sich ferner alle Punkte eines Punktfeldes mit 
einem festen Punkte, welcher ausserhalb der Trägerebene des 
letzteren liegt, durch Strahlen verbunden, so werden diese ein 
Strahlenbünde! bilden; es ist .daher leicht einzusehen dass die 
Anzahl der Elemente in dem letzteren übereinstimmend mit jenen 
im Puuktfelde, d. i. gleich U^ sein muss. 

Da die sämtlichen Ebenen eines Ebenenbündels auch als 
jene erhalten werden können, welche den Scheitel des Bündels mit 
den sämtlichen Strahlen eines Strahlen fehl es verbinden, so ist offen- 
bar auch deren Anzahl gleich u^. 

Die Strahlen eines linearen Komplexes können in U Strah- 
lenböndel gruppiert werden, deren Scheitel die sämtlichen tl Punkte 
der Axe des Komplexes sind. Die Anzahl derselben ist mithin 
gleich 11^ X u = ul 

Die Punkte des Punktraumes kann man in die ü^ Punkt- 
reihen zerlegen, deren Träger die Strahlen eines beliebigen Strah- 
lenbündels sind; ihre Zahl ist daher gleich U^X U^U^ 

Die Ebenen des Ebenenraumes können zu u Ebenenbüschelu 
gruppiert werden, als deren Axen die u* Strahlen eines Strahlen- 
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feldes lietraehtet werden können; die Anzahl der besagten Ebenen 
erscheint somit ausgesprochen durch: u^Xii = u^. 

Die Sti'ahlen eines Strahlenraumes endlich sind durch die 
11^ Strahlenbündel dargestellt, deren Scheite) die u^ Punkte eines 
beliebigen Punktfeldes sind. Die Anzahl derselben ist demnach 
gleich U^X u^ ^ u*. 

Die PunUreihe, das Strahlenbüschel nnd das Ebenenhüschelf 
pflegt man, da die Anzahl ihrer Elemente gleich «^ ist, „Grund- 
gebüde einfacher Mannigfaltigkeit", „Grundgehilde erster Stufe" 
oder „einstufige Grundgehilde" zu nennen. 

Das Funhtfeld, das Strahlmfeld , das StraMenhündel und das 
Ebenenbündel, welche je u* Elemente besitzen, werden als „Grund- 
gehilde swdfacher MannigfaltigTieit" , „Grundgehilde zweiter Stufe" 
oder als „zweistufige Grundgehilde" bezeichnet. 

Den linearm Komplex, den Punhtraum und den Ebenenraum, 
die je u ' Elemente auf weisen, pflegt man „Grundgehilde dreifacher 
Mannigfaltigkeit", „Grundgehilde dritter Stufe" oder „dreistufige 
Qrundgehilde" zu heissen. 

Der Strahlenraum, welcher u* Elemente besitzt, wird ein 
„ Grundgehüde vierfacher Mannigfaltigkeit ", ein „ Grundgehilde 
vierter Stufe" oder ein „vierstufiges Grundgehilde" genannt. 

Vor allem wollen wir uns mit der Geometrie der ebenen 
einstufigen Grundgehilde, d. i. der Punktreihe und des 
Strahlenbiischels beschäftigen. Gleichzeitig sei schon an dieser 
Stelle die Bemerkung beigefügt, dass diese beiden Gebilde einander 
dual gegenüberstehen. 

§ 104. 

Die iiicUleiite oder perspelctlrische Lage zweier el)cnen Grund- 
gehilde erster Stufe, und die dabei auftretenden Eigenschaften. 

Die einfachste geometrische Beziehung zwischen zwei ebenen 
Grundgehilden erster Stufe wird erhalten, wenn man ein Strah- 
lenbüschel S («, ß, T, S ) [Fig. 90, Taf. V] durch eine Ge- 
ranie r in einer Punktreihe a, b, c, d . . . . schneidet, oder wenn 
man, was auf dasselbe hinauskömmt, sämtliche Punkte a, b, c, d . . . . 
einer Puuktreihe r von einem ausserhalb des Trägers p liegenden 
Punkte S durch Strahlen a, ß, y, B . . . . projiziert. 

Die Beziehung zwischen den Eleraeuteu der beiden genannten 
Grundgebilde ist in dem vorliegenden Falle die, dass jeder Punkt a 
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der Reihe auf emem gewissen Strahle a des Büschels liegt, oder 
umgekehrt, dass jeder Strahl a des Büschels S durch einen be- 
stimmten Punkt a der Reihe geht. 

Diese Beziehung zwischen den Elementen der beiden Grund- 
gehilde nennt man das „Entsprechen" oder die „Korrespondmis" 
der Elemente, 

Man wird diese Xorrespondenz kurz dadurch aussprechen, dass 
man sagt: der Strahl a des Büschels S entspricht dem Punkte a 
der Reihe p. Letzteres wird also stets dann stattfinden, wenn der 
Strahl a mit dem Punkte a incident ist, d. h. sobald der Strahl a 
den Punkt a enthält. 

Den hier definierten Zusammenhang einer Punktreihe und 
eines Strahlenbüschels pflegt man avif mehrfache Weise zu kena- 
zeichnen. Gewöhnlich jedoch dadurch, dasa man die Punktreihe 
und das Strahlenbüachel als in „perspektivischer" oder in „ind- 
dmter Lage" bezeichnet und dann kurz sagt: die Punktreihe sei 
mit oder zu dem Strahlenböschel „perspektivisch" oder „inddent" 
und umgekehrt. 

Ist das Strahlenbüschel das ursprüngliche und die Punkt- 
reihe das abgeleitete Gebilde, so sagt man, die Punktreihe 
ssi der „Schnitt" des Strahlenbüschels; im entgegengesetzten Falle 
pflegt man das Strahlenbüschel die „Projektion" oder den „Schein" 
der Punldireihe zu nennen. 

Eine Punktreihe und ein zu demselben perspektivisches 
Strahlenbüschol besitzen folgende wesentliche Eigenschaften. 

Da zwei Geraden sich nur in einem einzigen Punkte schneiden 
können, und umgekehrt durch zwei Punkte nur eine einzige Ge- 
rade gezogen werden kann, so ist einleuchtend, dass einem Ele- 
mente des einen Gebildes ein, aber auch nur ein einziges Ele- 
ment des anderen Gebildes entspricht, d. h. die Elemente der 
beiden Gebilde entsprechen sich „gegenseitig eindeutig". 

Ferner folgt aus dem ersten Satze in § 100, dass vier har- 
monischen Elementen des einen Gebildes stets vier harmo- 
nische Elemente des anderen Gebildes entsprechen. 

Ebenso kann nach der in § 101 gegebenen Definition gefol- 
gert werden, dass allen Elementen des einen Gebildes, welche mit 
drei Elementen desselben rational verbunden sind, im anderen 
Gebilde wieder nur solche Elemente entsprechen, die mit 
den, den drei Elementen entsprechenden Elementen im rationa- 
len Znsammenhange stehen. Sind also a, b, c drei beliebige 
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Punkte der Reihe r und a, ß, i die ihnen entsprechenden Strahlen 
des perspektivischen Büschels S, so entspricht jedem mit a, b, c 
rational verbundenen Punkte der Reihe r ein mit a, ß, y rational 
verbundener Strahl des Büschels S. 

§ 105. 
PcrspcktiTische Panlitrcihen. 

Zwei in einer und derselben Ebene liegende Punktreihen 

rj(a,biC,di ) und rsCa^baCada . . .) [Fig. 91, Taf. V] heissen 

„perspektivisch" sobald die eine R«ihe die Centralprojektion 
der anderen (von irgend einem Punkt S ans) ist, oder was dasselbe 
bedeutet, wenn beide Punktreihen Schnitte eines und desselben 
Strahlenbüachels S(aßi'§ ...) sind. 

Hierbei entsprechen sich solche Punkte a^ und a^ der beiden 
Reihen, von welchen der eine die Projektion des anderen ans dem 
Centrum S ist, oder was dasselbe heisat, solche Punkte a^ und a^, 
welche auf einem und demselben Strahle a des Büschels S liegen. 
Dass dieses ,, Entsprechen" wieder ein „gegenseitig eindeutiges" 
ist, braucht wohi nicht erat besonders bewiesen zu werden. 

Den Punkt S nennt man das „gemeinschaftliche Projektions- 
centram" der beiden perspektivischen Reihen, und das Strah- 
lenbüßchel S (a ß y 8 . . .) das die „Perspektivität vermittelnde Strah- 



Aus dem zweiten, in § 100 angei^ührten Satze folgt unmittel- 
bar, dass irgend vier harmonischen Punkten der Reihe r^ notwendig 
vier harmonische Punkte der Reihe r^ entsprechen müssen, und 
umgekehrt. 

Ebenso leicht findet man auf Grund dieser Eigenschaft und 
der in § 101, in bezug auf die mit drei Punkten rational ver- 
bundenen Punkte, gegebenen Definition, dass, wenn 81, fls; b,, b^; 
Cj, Cjj irgend drei Paare einander entsprechender Punkte zweier 
perspektivischer Punktreiheu sind, jedem Punkte der Reihe t^, 
welcher mit aib^C^ in rationaler Verbindung steht, notwendig in 
der Reihe r^ ein Punkt entsprechen muss, welcher mit agbgCa ra- 
tional verbunden ist, und umgebehrt. 

Der Schnittpunkt der Träger P, und p^ der beiden per- 
spektivischen Reihen vereinigt in sich zwei einander ent- 
sprechende Punkte 8, und Sj, da diese letzteren, sowie jedes 
andere Paar entsprechender Punkte, im Schnitte der Träger mit 
einem Strahle des Büschels S erhalten werden. 
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Zwei perspektivische Pnntrßilien sind offenbar durcb die 
Angabe ihrer Träger r^ uud r^ und des gemeiiiachaftliehen 
Projektionscentrums S vollständig gegeben. Dieselben sind 
aber auch durch die Ängahe zweier Paare entsprechender 
Punkte, wie etwa beispielsweise durch a^, a^; b^, bg bestimmt. 
Denn die Geraden aibj=ri und a^b^ = r^ sind deren Träger, 
und der Schnitt S der Yerbindungsstrahleu a^Sj und b^b^ das ge~' 
meinschaftliche Projektionscentrum. 

Die Ergebnisse aller dieser Erörterungen lassen sich i]i dem 
nachstehenden Satze zusammenfassen: 

„In zwei perspektivischen Punktreihen entsprechen sich die 
PunUe gegenseitig eindeutig. 

Vier harmonischen Punkten der einen Bdhe entsprechen vier 
harmonische Punkte der anderen Beihe. 

Allen PunUen der änm Beihe, welche mit drei Punkten ra- 
tional verbunden sind, entsprechen in der zweiten Beihe alle Punkte 
die mit den, den genannten drei Punktm entsprechenden Punkten 
regional verbunden sind. 

Der Schnitt der beiden Träger ist ein selbstentsprechender Punkt. 

Zwei perspektivische Beihen sind durch zwei Paare entsprechen- 
der Puf^e vollkommen bestimmt." 

§ 106. 
Perspcktiyiselic StratlcnbüscheL 

Die zwei perspektivischen Punktreihen dual gegenüberstehende 
Bezielinng ist die zweier perspektivischen Strahlenbüschel. 

Zwei Strahlenbüschel Si(a,ßiyj8i . . .) und S^ia^ß^f^h^ . . .) 
[Fig 92 Taf V] werden als leisiektivisch" definiert, wenn sie 
Projektunen e ner imd derselben Punktreihe r(abcd . . .) sind. 

Es entspiecben % ch demnach in denselben stets solche Strah- 
len 0"^ und (Tj welche duich den niralichen Punkt a der Reihe r 
gehen Diese Reihe 1 eisst der i m -^pektimche Durchschnitt" der 
beiden perspektivischen Büschel. 

Der Verbindungsstrahl S^Sjj der beiden Scheitel Sj und 
Sa vereinigt zwei einander entsprechende Strahlen, die durch 
denselben Punkt S von r gehen. Da durch jeden Punkt der Reihe 
r nur ein Strahl eines jeden Büschels gehen kann, so ist 
das Entsprechen der Strahlen in den beiden perspektivischen 
Büscheln Sj und S^ gegenseitig eindeutig. 
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irgend vier harmonische Strahlen des einen Büschels 
treffen die Reihe r iu vier harmonischen Punkten, und diese wer- 
den im zweiten Büschel wieder durch vier harmonische Strahlen 
projiziert. (Satz § 100.) Es entsprechen mithin vier harmonischen 
Strahlen des einen Büschels . stets vier harmonische Strahlen des 
zweiten Büschels. 

Hieraus folgt aber nach der in § 101 aufgestellten Definition 
bezüglich rational verbundener Punkte und Strahlen, dass, wenn 
a,, a^; ß^, ß^! Tu Tb drei Paare entsprechender Strahlen der 
beiden Büschel sind, jedem mit a^ß^Yi rational verbundenem 
Strahle ein mit a^ß^y^ rational verbundener Strahl im zweiten 
Büschel entsprechen muss. 

Wenn von zwei perspektivischen Strahlenbüscheln zwei Paare 
entsprechender Strahlen a^ a.^\ ßj ßg als gegeben vorliegen, so 
kann zu jedem weiteren Strahle des einen Büschels der entspre- 
chende Strahl des zweiten Büschels konstruiert werden. Die bei- 
den Büschel sind somit durch diese Angabe vollständig bestimmt. 

Die beiden einander entsprechenden Strahlen «^ und «^ aehnei- 
den sich nämlich in einem Punkte a, welcher notwendig dem per- 
spektivischen Durchschnitt r augehört; ebenso treffen sich 
die Strahlen ßj und ßg in einem zweiten Punkte b von r, so dass 
man den perspektivischen Durchschnitt in der Verbindungsgeraden 
ab erhält. Mit Hilfe des letzteren können nun beliebig viele Paare 
entsprechender Strahlen konstruiert werden. 

Die Ergebnisse dieser Betrachtungen zusammengefasst, ergibt 
sich der Satz: 

„In zwei persjiektivischm Strahlenbilscheln entsprechen sich die 
Strahlen gegemeUig eindevMg. 

Vier harmonischen Strahlen des einen Büschels entsprechen vier 
harmonische Strahlen des anderen Büschels. 

Allen Strahlen der einen Eeihe, welche mit drei Strahlen ra- 
tional verbunden sind, entsprechen in dem zureiten Büschel alle Strah- 
len, welche mit den, den genannten drei Strahlen ettiaprerhendm 
Strahlen rational verbunden sind. 

der Scheitel beider Büschel ist ein 
' Strahl. 

Zwei perspektivische Strahlenbüschel sind durch zwei Paare 
entsprechender Strahlen volldändig bestimmt." 

Die vollkommene Dualität, welche zwischen diesem Satze 
und dem vorhergehenden (§ lOö) herrscht, ist leicht zu erkennen. 
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Die projcktivisehe Beziehung zwischen zwei eheneu Gmnd- 
gehilden erster Stufe. 

Wird aus einem Grund gebilde G^ durch Projektion oder 
Schnittbildung ein zweites Grundgebilde G^, aus diesem sodann 
auf gleiche Weise ein Grundgebilde G3 und so fort abgeleitet, bis 
man endlich ein Grandgebilde Gn erhalt, so bezeichnet man den 
Zusammenhang des ersten Grundgebildes G^ und des letzten Grund- 
gebildes Gn als „projektiviscke Beziehung" von G] nnd Gn- 

Projektivisehe Grnndgebilde sind hiernach solche, von 
welchen das eine aus dem anderen durch n-malige Projektion 
und Schnittbildung abgeleitet ist. 

Dieser Definition gemäss können zwei Punktreihen, oder 
zwei Strahlenbüschel, oder eine Punktreihe und ein Strah- 
ienbüsehel projektivisch sein. 

Um auf die Sache näher eingehen zu können, wollen wir an- 
nehmen, das erste Grundgebilde G^ sei eine Punktreihe r^. Ans 
dieser Punktreihe werde durch Projektion von irgend einem Scheitel 
S^ ein Strahlenbüsebel Sj abgeleitet. Dieses letztere stellt 
sodann das vorher mit Gg bezeichnete Grundgebilde vor. Das Ge- 
bilde Gg ist wieder eine Punktreihe Pj, welche als Schnitt des 
Strahlenbüschels Sj mit einer beliebigen Geraden r^ erhalten wird. 
Das nächste Grandgebilde G^ ist ein Strahlenbüschel S^, wel- 
ches die Reihe r^ ans irgend einem Punkte S^ projiziert u. s. w. 
Auf gleiche Weise fortgesetzt, gelangt man endlich zu einem Grund- 
gebiide, beispielsweise etwa zu einem Strahlenbüschel Sk. 

Mau bat nun folgende Kette perspektivischer Beziehungen: 

Pl, S^, Tg, Sä, P3, S3 fk, Sk. 

Durch Vergleichung bemerken wir sofort, dass zwei un- 
mittelbar benachbarte Grnndgebilde dieser Kette stets 
eine Reihe und ein Büschel in incidenter Lage sind. 

Ferner eisehen wir dass jedes Grundgebilde mit seinem zweit- 
näcbsteu {odei mit seinem zweitvorh ergeh enden) perspektivisch 
ist, wobei das dazwischen liegende Grundgebilde die Perspektivität 
vermittelt So imd beispielsweise die beiden aufeinander folgen- 
den Reihen r und p^ peispektivisch, da sie Schnitte des zwi- 
schen ihnen hegenden Stiahlenbüsehels S^ repräsentieren. 

Je zwei weitci auseinander liegende Grundgebilde der 
Kette, wie etwa Pj und pg, oder Si und ri, oder aneli Anfangs- 
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gebikle und Eiidgebilde r^ viiid Sk sind nicht mehr pecspekti- 
viseli (obwohl sie es, wie wir später zeigen werden, unter hu- 
atimmten Bedingungen sein kÖnueu), sondern, gemäss der aufge- 
stellten Definition, projektivisch. 

Zwei Elemente zweier projektiviseben Grundgebilde werden 
als einander entsprechend bezeichnet, wenn das eine aus dem 
anderen durch snccessives perspektivisches Entsprechen 
in sämtlichen Zwiachengebilden abgeleitet ist. 

Ist mithin aj ein Punkt der Reihe r^, a^ der ihn projizierende 
Strahl des Büschels Sj, und entspricht diesem Strahle cf.-, in der 
Reihe r^ ein Punkt a^, diesem in dem Büschel S^ ein Strahl ccg, 
und diesem wieder in der Reihe Tg ein Punkt Hj u. s, w., so ge- 
langt man endlich durch Portsetzung dieses Entspreehens au einem 
Strahle «n in dem letzten Büschel Si, welcher Strahl als der dem 
Punkte Bi von r^ entsprechende Strahl bezeichnet wird. 

Hieraus lassen sich sofort die wesentlichen Eigenschaften 
zweier projektivischeu Gebilde folgern. 

Vor allem ist einleuchtend, dass hier ebenso wie bei perspek- 
tivischen Grnndgebilden das Entsprechen der Elemente ein 
„gegenseitig eindeutiges" ist, da dieses gegenseitig eindeutige Ent^ 
sprechen in allen Zwischengebilden statthat. 

Nachdem ferner die Sätze in § 95 und § 100 für je zwei auf- 
einander folgende Zwischengebilde gelten, so haben dieselben offen- 
bar auch für die weiter auseinander liegenden Zwischenge- 
Wlde, sowie endlieh auch für das Anfangs- und Endgebilde 
ihre volle Gültigkeit, oder mit anderen Worten: In zwei pro- 
jektivisehen Grundgebilden sind zwei Elementenpaare des einen, 
welche zwei getrennten Elementenpaaren des anderen ent- 
sprechen, ebenfalls getrennt; und irgend vier harmonischen 
Elementen des einen Gebildes entsprechen stets vier harmo- 
nische Elemente des anderen Gebildes. 

Aus der letzteren Eigenschaft und aus der Definition in § 101 
folgt weiter auch, dass einem rational verbundenen Elementen- 
system des einen Gebildes ein rational verbundenes Elemen- 
tensystem des anderen Gebildes entsprechen muss. Es gilt so- 
nach der Satz: 

„Die Elemente zweier projektimschen GrundgeUlde entsprechen 
eich gegenseitig eindeutig. 

Zwei sich trennenden Elementenpaaren des einen Gebildes ent- 
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sprechen wieder zwei sich trennende Mementenpaare im anderen 
Gebilde. 

Vier harmonischen Elementen des einen Gebildes entsprechen 
stets vier harmonische Elemente des anderen. 

Einem rational verbundenen Elementensystem des einen Gebildes 
entspricht stets ein rcdional verbundenes Elementensystem des anderen." 

Vergleicht man diesen Satz mit den beiden in §§ 105 und 106 
aufgestellten Sätzen, so findet man, dass perspektivische Grund- 
gebilde nicht nur dieselben Eigenschaften besitzen wie die pro- 
jektivischen Grandgebilde, sondern dass in ersterem Falle über- 
dies noch eine wesentliche Eigenschaft, die des Vorhandenseius 
eines selbstentspreehenden Elementes, hinzutrat. 

Zwei perspektivische Gebilde sind daher stets projekti- 
viseh, aber nicht auch umgekehrt zwei projektivische Gebilde 
perspektivisch. 

Damit das Letztere eintrete, ist, wie wir zeigen werden, 
einerseits notwendig und andererseits hinreichend, dass die bei- 
den projektiviachen Gebilde ein selbstentsprechendes Ele- 
ment besitzen. 

§ 108. 

In den vorhergehenden Betrachtungen wurde gezeigt, dass 
in der Kette von Grund g ebilden , welche zwei projektivische 
Gnmdgebilde verbinden, je zwei unmittelbar benachbarte Gebilde 
incident, uud je zwei Grimdgebilde, welche nur durch ein 
einziges Grandgebilde der Eette getrennt werden, perspek- 
tivisch sind. Zwei weiter anseinander liegende Grundgebilde der 
Kette sind projektivisch. 

Es kann daher behauptet werden, dass zwei Grundgebilde, 
welche zu einem dritten perspektivisch sind, ohne jedoch 
direkt Schnitte oder Projektionen des letzteren zu sein, 
projektivisch sein müssen. 

Diese Eigenschaft lässt sich leicht ver allgemeinem. 

Seien Gj und Gj zwei Grundgebilde, welche zu einem dritten 
Grnndgebilde G^ projektivisch sind. Dies vorausgesetzt wird 
6^ mit Gg durch eine Kette von n^ Grundgebilden verbunden sein, 
von welchen jedes mit dem unmittelbar vorhergehenden 
und dem unmittelbar folgenden perspektivisch ist. Eben- 
so wird G^ mit Gg durch eine andere Kette von % Grundgebilden 
im Znsammenhange stehen. 
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Hieraus folgt aber, dass auch Gj uncl % 'iareh die Summe 
dieser beiden Ketten , d. h. dureb eine Kette von n^ + n^ Gmnd- 
gebilden verbunden sind, also projektivische Gebilde repräsentieren. 
Es besteht hiernach der Satz: 

„Sind zwei Grundgebilde sm einem dritten projektivisch oder 
perspektivisch (ohne jedoch im letzteren Falle Schnitte oder Projek- 
tionen des dritten zu sein) so sind sie auch untereinander projek- 
tivisch." 

In gleieber Weise ergibt sieb auch dnreb Zusammensetzung 
der Ketten der folgende Satu: 

„Sind zwei Grundc/ebilde zu zwei anderen, untereinander pro- 
jektivischen Grundgebüden, perspektivisch oder projekHvisch, so sind 
dieselben auch untereinander t 



§ 109. 

Koiilokale CJi'undgeT>ilde und deren Doppelelemciite. 

Identiselie Griindgelbilde. 

Es kann vorkommen, dass zwei projektivisebe und selbstver- 
ständlich gleichartige Grundgebilde einen und denselben Träger 
besitzen; in diesem Falle werden sie als „konlokale" GrundgebJlde 
bezeichnet. 

Dem letzt ausgesprochenen Satze gemäss wird man beispiels- 
weise Kwei konlokale Punktreiben erhalten, wenn man irgend 
zwei projektivische oder perspektivische Strahlenbüsebel durch eine 
und dieselbe Gerade schneidet, und zwei koulokale Strahleu- 
büsehel finden, wenn man irgend zwei projektivische oder per- 
spektivische Punktreihen von einem bebebigen Scheitel aus projiziert. 

Zwei konlokale Punktreihen werden auch „koaxiale" oder 
„konjektivische" Pnnktreiben, und zwei konlokale Strahlen- 
büsebel auch „konzentrische" Strahlenbüsehel genannt. 

Es ist einleuchtend, dass im allgemeinen entsprechende Ele- 
mente zweier konlokalen Grundgebilde nicht zusammenfallen 
werden. 

Vereinzelt können jedoch solche Elemente vorkommen, und 
ist man auch in der Lage durch eine passende Wahl des Trägers 
derartige Elemente zu erhalten. 

Nehmen wir beispielsweise an, es seien Sj und S^ [Fig. 93, 
Taf. V] zwei perspektivische Strahlenbüsehel; die Punktreibe r' 
itiere ihren perspektivischen Schnitt. 



y Google 



-' 1.33 — 

Schiieideü wir diese beiden Strahl enbüscliel durch eine be- 
liebige Gferade r, so erhalten wir auf dieser zwei koiilokale 
Pnnktreihen r^ und Pg, in welchen sich solche Punkte a^ und 
üg entsprechen, welche Schnitte des Trägers (r^Tg) mit den ent- 
sprechenden Strahlen «j und a^ der Büschel S^ und S^ vorstellen. 
Im allgemeinen werden zwei solche Punkte wie beispielsweise a, 
und 83 nicht zusammeü fallen. 

Betrachten wir jedoch den Schnittpunkt cl des Trägers (r^T^) 
mit dem perspektivischen Durchschnitt r'. Da durch den be- 
sagten Schnittpunkt (i zwei einander entsprechende Strah- 
len \ und &2 von S^ und Sg gehen, so sind in d auch zwei ein- 
ander entsprccheude Funkte dj nud dg der beiden konlokalen 
Reihen r^ und r^ vereinigt. Eine solche Vereinigung nennen 
wir ein „DoppeUlemmt" der beiden kou lokalen Grund ge- 
bilde, und zwar „Doppdpunkte", wenn die letzteren Panktreihen 
sind, „Doppelstrahlm" dagegen, wenn sie Strahlenbüschel sind. 

Im vorliegenden Falle können wir noch das Vorhandensein 
eines zweiten Doppelpunktes konstatieren. Letzterer wird als 
der Schnittpunkt (s^Sg) von (r^Tg) mit dem selbsteutsprechen- 
den Strahle (ö^öj) der beiden Büschel Sj and S^ erhalten. 

Um ein anderes Beispiel anzuführen, setzen wir voraus 
Pi(a,biC, . . .) und r^fagbgC ) [Pig 94, Taf V] seien zwei pro- 
jektivische Eeihen 

Werden diese Reihen von einem beliebii>en Punkte S aus 
projiziert, so erhalten wit zwei konlokale odei konzentrische 
Strahlenbüsehel. Wahlen wii den Scheitel S irgendwo auf 
der Verbindungsgeraden zweier entspiecbenden Punkte, etwa auf 
jener von a^ und a^, so weiden 111 deiselben zwei entsprechende 
Strahlen aj und a^ vereinigt sein Man kann nun selbstverständ- 
lich als Seheitel S speziell auch den Schnittpunkt der Verbindungs- 
geraden zweier Paaie eutspiechendei Punkte a^, a^ und b^, bg 
annehmen. Dies vorausgesetzt weiden von S aus die beiden Reihen 
r^ und Tg durch zwei konlokale Strahlen busL hei S(a^ßjYj . . ■) 
und S{a2ßa72 . . .) piojizieit, welche m den voigenanuten Verbin- 
dungsgeraden a^a^ und b^bg zwei Doppelstiahlen (a^, ct^) und 
(ßj, ßa) besitzen. 

Durch diese Beispiele ist erwiesen, dass zwei konlokale 
Grundgebilde in der That zwei Doppelelemenie besitzen 
können. Unsere nächste Aufgabe wird demnach darin 



y Google 



■-- 13i - 

zu unterstellen, ob derartige Dnppelel erneute auch iu grösserer Zahl 
vorkommen köuneu. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir vor allem, dass man sich 
ein beliebiges Grundgebilde (ohne die Definition der Projektivität 
zu verletzen oder zu überschreiten) stets als iü allen Elemen- 
ten selbstentsprecheud vorstellen kann. Denn denken wir 
uns aus dem Grundgebilde G^ durch eine Kette von n Zwischen- 
gebilden ein beliebiges projektivisches Grundgebilde G» abgeleitet, 
und nehmen wir von diesem letzteren ausgehend wieder die ftuek- 
bildung durch dieselben Z wisch engebilde bis zum ursprünglichen 
Gebilde G^ vor, so kann man dieses letztere als aus sieh selbst 
durch eine Kette von 2n Zwischengliedern abgeleitet, d. h. als 
mit sich seibat projektivisch auffassen. 

Zwei solche Grundgebilde, welche in allen Elementen 
selbatentsprechend sind, oder deren Elemente durchwegs 
Doppelelemente sind, bezeichnen wir als „identische" Grund- 
gebilde. 

§ 110. 

Behufs Beantwortung der vorher aufgeworfenen Frage nach 
der Zahl der möglichen Doppelelemente zweier konlokalen 
Grundgebilde wollen wir das Vorhandensein dreier Doppel- 
elemente voraussetzen, und die Folgen dieser Annahme näher 
untersuchen. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wählen wir 
zwei konlokale Punktreihen auf einem Träger r [Pig. 95, 
Taf. V] und nehmen an, es seien A, B, C drei Doppelpunkte 
derselben, das heisst, wir stellen uns vor, dass in A zwei einander 
entsprechende Punkte a^^ und a^ ; in B zwei entsprechende Punkte 
b^ und bg und in C zwei entsprechende Punkte c^ und c^ ver- 
einigt seien. 

Bestimmen wir nun zu A, B, C den vierten harmonischen 
Punkt D, und betrachten wir denselben als Element dj der einen 
Reihe Tj, so haben wir in a^, b^, C^, d^ vier harmonische Elemente 
dieser Reihe, welchen in der zweiten Reihe r^ (nach dem in § 107 
angeführten Satze) wieder vier harmonische Elemente a^, bg, C^, d^ 
entsprechen müssen. Da aber a^, b^, Cg mit a^, bj, c, resp. mit 
A, B, C dieselbe L^e haben, so muss auch d^ mit dj in D (ge- 
mäss den in § 98 angestellten Betrachtungen) zusammenfallen; es 
wird also D gleichfalls ein Doppelpunkt der Reihen p^ u. r^ sein. 
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Eiuß nnraittelbare Folge hiervon ist, dass auch alle weiteren 
aua A, B, C abgeleiteten harmouiachen Punkte, kurz alle mit 
A, B, C rational verbundenen Punkte, Doppelpunkte der bei- 
den Heiken sein müssen. 

Ebenso leieht kann weiter auch gezeigt werden, dass über- 
haupt jeder Punkt auf dem Tiäger r ein Doppelpunkt der bei- 
den Reihen p^ und r„ sem müsse d. h. dass es kein Paar nicht 
zusammenfallender ent 'sprechender Punkte geben könne. 

Wäre thatfichlich ein solches Paar vorhanden, so müsste dieses 
eine solche Lage haben dass es duicb kein Paar der vorhandenen 
Doppelpunkte getiennt erschiene denn wäre besagtes Paar, wie 
etwa y^ und y^ duich A und B getiennt, so würden den sich tren- 
nenden Punktepaaien a^b, und c^Vi der Reihe r^ zwei sich nicht 
trennende Pnnktepaare a^b^ und C^Va entsprechen, was (nach dem 
in § 107 anfgestellteu Satze) unmöglich ist. Wenn also wirklich 
zwei sieh entsprechende und nicht zusammenfallende Punkte vor- 
handen sein sollen, so müssen sie eine solche Lage haben, dass 
sie durch kein Paar von Doppelpunkten getrennt erscheinen. 

Was aber diese beiden Punkte y^ und y^ auch immer für eine 
Lage haben mögen, so kann douh stets ein Doppeipimkt sowohl 
innerhalb ihrer Strecke, als auch ein Doppelpunkt ausserhalb 
ihrer Strecke bestimmt werden da min sich sowohl einem inner- 
halb als auch einem ausseihalb der Strecke y^y^ beliebig ange- 
nommenen Punkte (nach den in ^ 101 stattgehabten Betrachtungen) 
mit Doppelpunkten (mit ABC rational verbundenen Punkten) nach 
Beheben nähern kann. 

Hiernach ist die Annahme, dass zwei einander entsprechende 
Punkte der beiden konlokalen Reihen p^ und r^ eine getrennte 
Lage haben, sobald drei Doppelpunkte vorhanden sind, unstatt- 
haft; die beiden Reihen sind daher notwendig identisch. 

Zu gleichem Resultate gelangt man auch bezüglich zweier 
konlokalen Strahlenbüschel, in welchen man drei Doppel- 
strahlen als vorhanden annimmt. Hiervon kann man sich sofort 
die TJheizeigung veischaffeu i^fnn man die anstehende Betrach- 
tung anf jene %on konlokalen Reihen inwendet in welchen die 
besagten Büschel von emei beliebigen Geraden geschnitten werden. 
Es folgt mithin dei Satz 

„Zwei konlokäle Giundgehilde Immen nicht mehr als zwei 
Doppelehmente besttten haben sie mehr als ::uei Doppelelemenie, 
so sind dieselben nofuendiij idtntisch" 
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§ 1.11. 

In den §§ 105 und 106 wurde nachgewiesen, dass zwei per- 
spektivische Panktreihen oder Strahlenbiischel durch zwei Paare 
beliebig angenominener und als einander entspreeiiend vor- 
ausgesetzter Elemente vollständig und eindentig bestimmt sind. 

Beachtet mau jedoch, dass der Schnittpunkt der Träger zweier 
perspektivischen Reihen, resp. der Verhindnugsstrahl der Scheitel 
zweier perspektivischen Strahl enböschel schon au und für sich ein 
drittes Paar entsprechender Elemente repräsentiert, so wird man 
sofort auf den Gedanken kommen, dass zwei projektivische 
Grundgebilde ebenfalls durch drei Paare entsprechender 
Elemente vollständig bestimmt sind. Dass dies in der That 
der Fall ist, kann folgendeimaesen gezeigt werden. 

Nehmen wii an, es seien zwei piojektivische Grundgebilde Gj 
und % vennitteli, ngeud emei Kette von tl Zwischengebilden er- 
halten woiden, und aj, a_^, bj, b , c^, c^ würden irgend drei Paare 
entspi eckender Elemente dei^elheu voistellen; irgend einem weiter 
■ingeuommenen vieiteu Elemente dj lon G, möge das Element 
dg von G^ entsprechen 

Setzen wir voraus, es wäre, au'.&er mit Hilfe der vorgenann- 
ten n Zwiichengebildf, noch auf andeie Weise, d. i. mit Zuhilfe- 
nahme andeier Zwischengebilde möglich, eine derartige projek- 
tivische Beziehung zwischen den Gebilden G^ und G^ herzu- 
stellen, dass wiedei den diei Elementen Bj, bj, Cj die drei Elemente 
a^, bjj, Cg entsprechen. 

Dies vorausgesetzt müsste notwendig jedem weiteren Elemente 
dl von Gl dasselbe Element d^ von Gg entsprechen, welches dem 
Elemente d^ bei der ersten projektivischeu Beziehung entsprach; 
denn würde der Fall eintreten, dass in den beiden projektivischen 
Beziehungen wohl den drei Elementen a^, b^, C^ die drei Elemente 
Bg, bg, Cj entsprechen, jedem anderen Elemente d^ von G^ jedoch, 
infolge der ersten projektivischeu Beziehung ein Element dg, infolge 
der aweiten projektivischen Beziehung dagegen ein von d^ verschie- 
denes Element dg entspräche, so hätte man zwei zu Gj(ajbiCid^ej. . .) 
projektivische , also auch untereinander projektivische Ge- 
bilde G3(agbgCgdaea .. .) und GjCaabüCädje'a ) mit demselben 

Träger. (Siehe § 108, ersten Satz.) 

Nachdem jedoch diese beiden Gebilde drei Doppelelemente 
a,3, bj, Cj besitzen, ao müssen sie (Satz in § 110) notwendig iden- 
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tisch sein, oder mit anderen Worten e'. mu'.s d; mit d' , 6 mit 
mit e'g . . . . zusammenfallen. 

Hieraus ist za ersehen, dass, wenn von zwei pro jekti vi sehen 
Gruudgebiiden drei Paare entsprechende! Elemente als liekinnt 
vorliegen oder von vornherein gegeben sinfl, jeilem weiteien Ele- 
mente des einen Gebildes ein ganz bestimmtes Element des zwei- 
'ten Grundgebildes, nnd umgekehrt, entspiechen muss 

Selbst verständlieb ist dieses Ergebnis onabhangig und unbe- 
einiinsst von dem Wege, der eiugeaehUgpn wurde, um die Piojek- 
tivität der beiden Grundgebilde so herzustellen, da%i jene diei 
Blemeutenpaare sich wirklich entsprechen Es beatelit demnach 
der Satz: 

„Zwei projektivische Grundgebildt, sind dunk rhe Angabe dreier 
Paare einsprechender Elemente vollständig vn i emdeuiij proieUimsrh 
aufeinander bezogm." 

§ 112. 

Setzen wir voraus, in zwei projektiv! sehen Gebilden gleicher 
Art (zwei Punktreihen oder zwei Strahlenbüscheln) würde das Ele- 
ment, welches den beiden Trägern gemeinschaftlich ist, eich selbst 
entspreeben, so ist leicht zu zeigen, dass diese Gebilde nictt 
nur projektivisch, sondern speziell perspektivisch sind. 

Denken wir uns, um die Betrachtung zu fixieren, etwa zwei 
projektivische Pnnktreihen r^ und r^ [Fig. 96, Taf. V] und 
setzen wir allenfalls voraus, dass sieb im Schnitte der Träger Pj 
und fg zwei entsprechende Punkte aj un9 a^ vereinigt vorfinden. 
Ferner seien b^, b^; Cj, Cg; dj, (tg irgend welche andere Paare ent- 
sprechender Punkte der beiden Reihen Pj und Pg. 

Bringen wir die beiden Verbindungsgeraden bjbg und CjC^ 
in S zum Schnitte, so vermittelt S auf Pj und P^ eine perspek- 
tivische Beziehung, in welcher ebenfalls aj und Bg; b^ und b^; 
Cj und Cg als eut^preobeude Punkte auftreten. 

Würde nun vermittels dieser perspektivischen Beziehung irgend 
einem Punkte dj von fj ein, anderer Punkt d, auf Pg entsprechen, 
als der durch die projektivische Beziehung gegebene Punict 
dj, so hätte man auf Pg zwei Reihen rg(agbgCgd^e^ . . .) und 
'"a(^2'*a*ä''a^2' ■ ■) ^^<*'on die erste mit der Reihe PiCa^b^C^djBj...) 
projektivisch, die andere aber mit der letzteren perspek- 
tivisch wäre. Diese beiden Reihen auf P^ wären mithin kon- 
lokal, und da sie überdies drei Doppelpunkte a^, b^, Cg be- 
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sitzen, so müaseii sie (nach § 108) notwendig auch identisch sein, 
d. h. es muas d'^ mit dg, e'^ mit e^ u. s. w, zusamnien fallen. 

Die p rojekt i vis che Beziehung der beiden Reihen rj(a[b^C ^...) 
nnd Pg (a^baCg . . .) ist also in der That gleichzeitig eine perspek- 
tivische. 

Zum gleichen Resultat führen analoge (duale) Betrachtungen 
über zwei projektivische Strahlenbüschel, deren Scheitel- 
Terhindungßgerade zwei sich entsprechende Strahlen verei- 
nigt. Mithin besieht der Satz: 

„Vereinig der SchnittpunM der Träger zweier projektinsehm 
PunMreihm swei entsprechende Punkte derselben, resp. der Verbin- 
dtmgsstraJil der Scheitel zweier projektivischen Straklmbüsohel swei 
entsprechende Strahlen der letzteren, so sind diese PunM-reihm oder 
beziehungsweise diese Strahlenbüschel insbesondere perspektivisch." 

§ 113. 

YervoUständigung zweier durch drei Paare eiitspreclieiider 

Elemente gegel)ener projcktivisclier tJrundgebilde. 

Da, wie in § 1 1 1 gezeigt wurde, die projektivische Beziehung 
zweier Grundgebilde durch die Angabe dreier Paare entsprechen- 
der Elemente eindeutig bestimmt ist, welches auch der Weg sein 
mag, welcher die projektivische Beziehung herstellt, so wird man, 
am diese Gebilde nach Belieben und Bedarf zu vei vollständigen, 
d. fa. zu beliebig angenommenen Elementen des einen die ent- 
sprechenden Elemente im zweiten zu linden, dahin tt achten, die 
Beziehung konstruktiv möglichst einfach zu gestalten und sich da- 
her auf die geringste Anzahl von Zwisehengebilden besehianken 
Diesbezüglich sind die nachstehenden Methoden hervorzuheben 

a) Zwei projektivische Reihen P^ und Pg, gegeben dui-ch 
drei Paare entsprechender Punkte Bj, a^; bj, b^ und c^, C; 
[Fig. 97, Taf. V] sind zu vervollständigen. 

Man verbindet irgend ein Paar entsprechender Punkte, etwa 
Qj und a^, und wählt auf der Verbindongsgeraden Bja^ zwei be- 
liebige Punkte Sj und S^. Ans diesen Punkten projiziert man 
die beiden Reihen Pi(aib,Cj . . .) und Pg(a2b2C2 . , .) durch die 
beiden Strahlenbüschel Sj(a,b^C[ . . .) und Sa(agbgCg . . .), welche 
(nach dem zweiten Satze in § 108) projektivisch sind. 

Da aber überdies die Verbindungsgerade der beiden Scheitel 
Sj und Sg zwei entsprechende Strahlen S^aj und S^a^ vereinigt. 
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so sind diese Büschel (Satz in § 112) auch insbesondere perspek- 
tivisch. 

Den perspektivischen Dnrohsehnitt der beiden Büschel 
erhält man auf jener Geraden R, welche die Sohnittpnnkte b und 
C der noch übrigen entsprechenden Strahlenpaare S^b^, S^b^ und 
SjCj, SgCä verbindet. 

Die projektivisehe Beziehnag der beiden Reihen p, nnd r^ 
ist nun dnrch die Kette: 

Pi, S^, R, S^, r, 
hergestellt. 

Zu irgend einem beliebigen Punkte dj der Reihe Pj findet 
man den entsprechenden Puntt d^ von pg, indem man zuerst (f^ 
von Sj aus nach d auf R, und sodann d von S^ aus auf Pg nach 
dg projiziert. 

Auf gleichem Wege kann man leicht auch die Punkte finden, 
welche dem Schnitt der Träger Pj und Pj entsprechen. Be- 
zeichnet man nämlich diesen Punkt als Element der Reihe Pg mit 
Sg, so hat man S^ von S^ auf R nach S und hierauf S von Sj 
aus auf r, in den entsprechenden Punkt S, zu projizieren. Be- 
trachtet man jedoch den Schnitt beider Träger als Element i^ der 
Reihe r^, so hat man, um auf r^ das entsprechende Element tg 
zu finden, zuerst t, von S, aus auf R nach t, und sodann t von 
Sg aus auf r^ nach ig zu projizieren. 

§ 114. 

b) Zwei projektivisehe Strahlenbüschel Sj und Sg, ge- 
geben dnrch drei Paare entsprechender Strahlen Kj, a^; ßi, ß^; 
Ti' Ta [^ig- ^^1 l'^^- ^] ^i^*' ^" vervollständigen. 

Die diesbezüglich zum Ziele führende Konstruktion ist der 
vorhergehenden genau dual entgegengesetzt. 

Wir schneiden die beiden Büschel Sj(ajßji'^ . . .) und 
$2(03 ßgTa - ■ ■) cl'^rch zwei Geraden p, und r^, welche durch den 
Schnittpunkt irgend zweier entsprechender Strahlen, beispielsweise 
durch den Schnitt a von Sjttj und S^a^ gehen, in den beiden 
(§ 108, Satz 2) projektivischen Reihen PjCajbiCj . . . .) und 
Pg(a3bgCa ...,)- Da jedoch infolge der hier getroffeneu Wahl der 
Schnittpunkt a der beiden Träger p^ und Pg zwei einander ent- 
sprechende Punkte a^ und a^ dieser Reihen r^ und Pg vereinigt, 
so sind die letzteren (nach dem in § 112 angeführten Satze) insbe- 
sondere perspektivisch. Das vermittelnde Strahlenbüschel 
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liat seinen Sclieitel S im Schnitte dei- beiden Verbindungsstralilen 
bjbg und CjCg. 

Hierdurch ist die projettivische Beziehung der beiden 
Strahleiibüschel S^ und S^ vermittels der Kette 
S,, r,, S, p„, S, 



Um nun zu eiuein beliebigen Strahle Sj des Büschels S, den 
entsprechenden Strahl S^ von S^ zu finden, wird man den Schnitt- 
punkt dj des Strahles 8j mit dem Hilfsträger Pj von S aus auf 
r^ nach dg projizieren, und durch (Ig den gesuchten Strahl Sg 
des Büschels Sg fähren. 

Auf gleichem Wege können auch jene beiden Strahlen a^ und 
Tg der Büschel Sj und Sg konstraiert werden, welche den in der 
Scbeitelvorbindungsgeraden SjSg liegenden Strahlen ö^ und 
Tj der Büschel Sj resp. Sj entsprechen. 

§ 115- 

c) Eine Pnnktreihe r und ein zu derselben projektivi- 
schee Strahlenbüachel S, durch drei Paare entsprechender Ele- 
mente a, et; b, ß; c, 1 gegeben, sind zu vervollständigen. 

Dieser Fall kann auf einen oder den andern der beiden vor- 
hergehenden Fälle dadurch zurückgeführt werden, daas man ent- 
weder die Reihe P durch ein Hilfsbüschel S projiziert, oder das 
gegebene Büschel S durch eine Hilfsreihe schneidet, so dass man 
in jedem der beiden Fälle wieder bloss zwei gleichartige Grund- 
gcbilde zu vervollständigen hat. 

§ 116. 

Das paarweise Auftreten von Doppelelementeii konlokaler 

Grundgebilde. 

Setzen wir voraus, zwei konlokale Punktreihen pj und Pg auf 
dem Träger (r^Ta) [Fig. 99, Taf. V] hätten einen Doppelpunkt 
SjSg, ao kann leicht nachgewiesen werden, dass diese beiden Reihen 
P^ und Pg unter der gemachten Voraussetzung noch einen zwei- 
ten Doppelpunkt haben müssen. 

Seien a^, Sg; bj, bg irgend zwei Paare entsprechender Punkte 
von Pj und Pg, und projizieren wir die Reihe Pg (agbjSg . . .) von 
einem beliebigen Punkte S' aus auf einen willkürlich durch den 
Doppelpunkt S^Sg gezogenen Träger v\. 

Hierdurch wird eiue zur Reihe Pg(agbg8g . . .) perspek- 
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ÜYiselie lind folglich /.iir Reihe i'i(a[l'iS[ . . .) projektivisehe 
Reihe r3(a'jb3SB , . . .) erhalten. Nachdem jedoch im Schnitte 
der Träger Tj uud r'^ dieser beiden letztgenannten Reihen zwei 
entsprechende Punkte Sj und Sg vereinigt sind, so müssen 
dieselben (mit Zugrundelegung des in § 112 angeführten Satzes) 
überdies perspektivisch sein. Das vermittelnde Projek- 
tionseentrüm S erhält mau sodann im Schnitte der Verbin- 
dungsstrahlen &i&\ und bjb'j. 

Zieht man nun deu Strahl SS', so kann derselbe das eine 
Mal als Strahl des Buscheis S aufgefasst werden, in welcher Eigen- 
schaft er auf r^ und t\ zwei entepreehende Punkte tj und tj 
bestimmt; das andere Mal hingegen als Strahl des Büschels S' 
betrachtet werden, in welcher Eigenschaft er zwei entsprechende 
Punkte tj uud i, der Reihen p^ und r\ bestimmt. Man siebt, 
dass hierbei tg mit tj zusammenfällt, dass also die Vereinigung 
t^ta einen zweiten Doppelpunkt der konlokalen Reihen Tj 
und Pg repräsentiert. 

Ebouao werden zwei konzentrische Strahlenhüschel, die 
einen Doppelstrahl besitzen, notwendig noch einen zweiten 
Doppelstrahl besitzen müssen. Denn, schneidet man diese Büschel 
durch eine beliebige Gerade, so erhält man auf dieser letzteren 
zwei konlokale Reihen, welche (im Schnitte mit dem voraus- 
gesetzten Doppelstrahle) einen Doppelpunkt haben. 

Diesen Reihen entspricht aber, wie soeben gezeigt wurde, noch 
ein zweiter Doppelpunkt, uud durch diesen letzteren rauss 
der zweite Doppelstrahl der genannten Büschel gehen. Mithin 
besteht der Satz; 

„Besitzen zwei konlokcde Grundgebilde ein Doppeleletnent , so 
haben sie notwendig noch ein zweites Doppelelement." 

§ 117. 
ProjektlYltät TOn Würfen. 

In § 1 1 1 wurde nachgewiesen, dass zwei projektivisehe Grund- 
gebilde durch drei Paare entsprechender Elemente vollständig 
bestimmt seien, oder mit anderen Worten, dass, um zwei Grund- 
gebilde projektivisch aufeinander beziehen zu können, drei 
Paare entsprechender Elemente (jedoch nicht mehr als drei) 
willkürlich angenommen werden dürfen. 

Zeigt sich nun bei irgend eiuer gcometrischeu Betrachtung, 
dass gewissen vier Elementen eines Grundgebildes vier gewisse 
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Elemente eines Kweiteu Grundgebildes projektiviscL ent- 
sprechen, so mnss dieses Verhalten resp. dieses Ergebnis offen- 
bar irgend eine geometrische Eigenschaft zum Ausdrucke 
bringen. 

In der That reduzieren sieh sehr viele Betrachtungen der 
Geometrie äer Lage auf den Nachweis, dass eine solche Projek- 
tiyität zweier vierelementiger Gruppen wirklieh vorhan- 
den sei. 

In all diesen Fällen pflegt man sieh mit Vorteil einer sym- 
bolischen Schreibweise derart zu bedienen, dass man die vier 
Elemente in beliebiger Reihenfolge in eine Klammer schliesst, die 
vier ihnen entsprechenden Elemente in der nämlichen Reihen- 
folge in eine zweite Klammer setzt, und beide Klammern bezie- 
hungsweise durch das Zeichen tc oder tctc verbindet, je nachdem 
die Beziehung der beiden Elemeutengmppen projektivisch oder 
perspektivisch ist. 

Entsprechen also beispielsweise vier Elementen ajb[Cj((^, 
vier Elemente a^bgCgdg projektivisch, so kann dies durch: 

(c^bjdiaj) 7c (Cgbadsiag) 
ausgedrückt werden. 

Werden vier Elemente irgend eines Grundgebildes in einer 
bestimmten Aufeinanderfolge anfgefasst, so bezeichnet man 
sie als einen „Wurf". Hiernach sind (Sib^Cjd-,) und (a-,Cjb^dj) 
zwei voneinander verschiedene Würfe. 

In Folgendem wollen wir ein Beispiel für die projektivi- 
sehe Beziehung zweier Würfe aufstellen. 

Seien a, b, c, d [Fig. 100, Taf. V] vier beliebige Punkte einer 
Geraden r. Leiten wir aus dem Wurfe (abcd) einen zweiten Wurf 
dadurch ab, dass wir zuerst zwei Elemente, sodann aber auch die 
beiden noch übrigen Elemente miteinander vertauschen, und be- 
zeichnen wir diessen zweiten Wurf mit {a'b'c'd'), so muss a' 
mit b und b' mit a, und ebenso auch c' mit d und d' mit c zu- 
sammenfallen. 

Es lässt sich nun unschwer zeigen, dass die beiden Würfe 
(abcd) und (a'b'c'd') projektivisch sind. 

Projiziert man nämhch die vier Punkte a, b, C, d von einem 
beliebigen Punkte Sj aus auf eine durch a geführte Gerade r^ 
nach a^, bj, C^, dj so ist; 

(ajbjCjdj) -K-K (abcd) 

xmd es fallen überdies a und a. zusammen. 
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Betrachten wir den nach dem Punkte b fübreiidon Projektious- 
stralil Sjb als einen neuen Träger r^, nnd projiaieren von jenem 
Scheitel Sj , welcher mit d zusammenfällt, die vier Punkte a ^ , b i , C j , d j 
auf Pj nach a^, b^, Cg, d^, so wird der besonderen Annahme 
zufolge nun a^ mit b und b^ mit b^ zusammenfallen und mrd 



(agbitCätlä) tct: (a,biCiCl,) 
sein. Nimmt man endlich den Punkt c^ von r^ als drittes Pro- 
jektionscentrum Sg an, und projiziert Bg, b^, Cg, dg auf die 
Gerade r nach a' , b', c' , d' zurück, so wird man finden, dasa 
a' auf b, b' auf a, c' auf d und d' auf c fällt, und dass überdies: 

(a' b'c'd') TUTC (agbaCgda) 
Die vorgenommenen Projektionen ergeben sonach scliliesslieh 



das Resultat, 
i&t 



(a' b'c'd' ) TU t^abcd) 



Die gleiche Eigenschaft besitzt aurh ein Strahlenwurf, wie 
man einerseits nach dem Piinzip der Dualität, oder andererseits 
dadurch, dass man den besagten Stiahlenwurf mittels einer Ge- 
laden m einem Punktwurf sehneidet, leioht erkennt. Es gilt 
sonach der Satz 

„Vertauscht man in einem hehebigm Wmfe ztvei Elemente und 
darm dte beiden ubnyen, so erhaU man einen neuen Wurf, iveleher' 
mit dem früheren ptojektimsch ist" 

§ 118. 

Ebenso leicht lässt sich folgender Satz nachweisen: 

„Vertauscht man in einem Wurfe zwei Elemente, während die 
übrigen ungeändert blähen, und ist der neue Wurf mit dem früheren 
projektivisch, so müssen beide Würfe notwendig harmonisch sein." 

Sei {a b c d) [Fig. 101, Taf. VI] der ursprüngliche Wurf. Bil- 
den wir den neuen Wurf (a' b'c'd') in der Weise, dass wir a' 
mit a und b' mit b zusammenfallen lassen, hingegen c' auf d, 
und d' auf C legen. 

Die beiden Würfe (a b c d) und (a' b' c' d' ) können nur dann 
projektiviseh sein, wenn sie harmonisch sind. Denn projiziert 
man (a b c d) von irgend einem Punkte Sj auf eine beliebige durch 
a gezogene Gerade r, nach (SibjC^dj) so ist: 
(a.bjCidi) 7:7u (a b c d). 

Soll nun (a' b'c'd') X (a b c d) sein, so muss nicht nur 
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(aibiC^dj) % (a'b'c'd'), sondern überdies aucli, da im Schnitte 
der Träger r und r^ zwei entsprechende Punkte Hj und a' ver- 
einigt sind, perspektivisch sein. lu diesem Falle müssen sich 
aber die drei Geraden b^b', C^c' und d^d' in einem und dem- 
selben Punkte S' (dem vermittelnden Projektionscentrura) schnei- 
den, was schliesslich auf die aus früherem bekannte Vierecks- 
konstruktion führt. 

Die gleiche Eigenschaft gilt auch von einem harmonischen 
Stralilenwnrf. 

§ 119. 
Itoiilokale involutorist'hc! Gehild);. 

Es kann vorkommen, dass in zwei konlokalen Grundge- 
bilden zwei entsprechende Elemente auch dann entsprechend 
bleiben, wenn mau ihre Lage tauscht; denn nachdem diese 
Grnndgebilde durch drei Paare beliebig gewählter entsprechender 
Elemente Bj, a^ ; b^, b^ und Cj, C^ bestimmt werden können, so 
hindert nichts, die Wahl ao zu treffen, dass beispielsweise a^ mit 
bj und bg mit a^ zusammenfällt. 

Nehmen wir nun an, man hätte in zwei konlokaleu Grund- 
gebilden wirklieh ein solches Paar entsprechender Elemente aj, a^, 
die nach Vertauschnng wieder zi\'ei entsprechende Elemente bj, bg 
ergeben, gefunden, und es wäre ferner X^, X, irgend ein ganz be- 
liebiges anderes Paar entsprechender Elemente der Gebilde Gj und Gg. 

Durch die drei Paare entsprechender Elemente a, , 8^; b^, b^ 
und X,, Xg ist die projektivische Beziehung der beiden Gebilde 
Gl uud Gg vollständig bestimmt. Findet man demnach zwei wei- 
tere Elemente y^ und y^ von der Beschaffenheit, dass die Wurfe 

(Bib-iXiyj) und {agbgXgy^) 
projektivisch sind, so werden yj und y^ notwendig zwei sich 
entsprechende Elemente von G^ und Gg sein müssen. 

Zwei derartige Elemente erhält man aber, wenn man yj mit 
Xg und y^ mit Xj zusammenfallen lässt; denn nachdem a^j und b^ 
zwei Elemente sind, welche beziehungsweise durch den Lagen- 
wechsel von bj und Bj erhalten wurden, x^ und y^ aber zwei 
Elemente, die durch den bezüglichen Lagenwechsel von yj und X^ 
erhalten werden, so sind (nach dem in § 117 aufgestellten Satze) 
die Würfe: 

(a^b^x^y^) und (biajyjXj) 
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projelrtiviseh. Nach demselben Sa.tze gilt aber das GleJcIie auch 
betreffs der Würfe: 

{a,biX;iyJ und (bia,yiX^), 
woraus weiter die Pcojektivität der Würfe: 

(a^b^XiVi) und (agb^x^yg) 
folgt, welcher wir, wie oben bemerkt, unmittelbar entuehmen, dass 
Yi und y^ ebenfalls entsprechende Elemente von Gj und G^ sind. ' 

Hiermit ist aber gleichzeitig auch bewiesen, dass, sobald in 
zwei konlokalen Grundgebildeo G, und G^ ein Paar entspre- 
chender Elemente durch Platzwechsel wieder in eiii Paar 
entsprechender Elemente übergeht, dieselbe Eigenschaft auch einem 
beliebigen anderen Paare entsprechender Elemente zukomme, und 
dass mithin die nämliche Eigenschaft alle Paare entsprechen- 
der Elemente besitzen. 

In diesem Falle nennt mau die Vereinigung der beiden 
Gebilde G, und Ga eine „Involution" oder ein „invol'tdorisches 
GrundgeUlde" und jedes Paar entsprechender Elemente ein Paar 
„Tconjugierter Elemente". 

Sind die Gebilde G^ und Gg Pnnktreihen, so pflegt man ihre 
Vereinigung auch als „involutorische Punliretke"; sind es Strahlen- 
büschel, so als j,involvtorisches Strahlenbüschel" zu bezeichnen, wo- 
bei aber nie zu vergessen ist, dass man es nicht mit bloss einer 
Punktreihe oder einem Strahlenbüsehel, sondern stets mit zwei 
konlokalen Pnnktreihen oder Strahlenbüscheln von besonderer 
gegenseitiger Lage zu thun hat. 

§ 120. 
Höchst wichtig ist die Beziehung, in welcher die konjugier- 
ten Elemente einer Involution zu den eventuell vorhandenen 
zwei Doppelelementen der beiden konlokalen, zur In- 
volution vereinigten Gebilde G, nnd G^ stehen. 

Bezeichnen wir irgend ein Paar konjugierter Elemente 
mit X, und Xg, und die sieh selbst entsprechenden Doppel- 
elemente mit S und i, so ist nach der Definition einer Involution: 

Gi(slXiX3) 7C GsCstx^Xi). 
In diesem Falle tritt aber der in § 118 aufgestellte Satz in Kraft, 
d. h. die konjugierten Elemente Xj und x^ sind durch die Doppel- 
elemente S und t harmonisch getrennt. 

Die Doppelelemente der beiden konlokalen zur Involution ver- 
rrundgebilde pflegt man auch die „Doppdelemente der 

FteiG Perspoliiivo. 10 
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Involution" zu iieuneu. Jedes devselljen repräsentiert gleichzeitig 
ein Paar zu sammeufal lender konjugiert-er Elemente der Involntion. 
Es besteht demnach der Satz: 

„Alle Paare konjugierter Elemente einer Involution sind durch 
die eventuell ■eorhandeneti Doppelelemente harmonisch getrennt." 

und umgekehrt; 

„Alle Strahlenpaare, welche ein festes Strahlenpaar harmonisch 
trennen, sind konjugierte Strahlen eines involulonschen Büschels, 
dem die leiden festen StraJtlen als DoppelstraJden angeJiören." 

Und: 

„AUe PunUepaare einer Geraden, welche stm feste Punkte 
harmonisch trennen, sind konjugierte Punkte einer involutorischen 
Punktreihe, welche die festen Punkte zu Doppelpunkten hat." 



§ 121. 

Wenn von einer luvolution (GiG.j) zwei Paare konjugier- 
ter Elemente, beispielsweise a^^, a^; bj, bj vorliegen, so ist die- 
selbe dadurch vollständig bestimmt, indem a^, a^; b^, b^ dies- 
falls gleichzeitig entsprechende Elemente der beiden projektivisehen 
zur Involution vereinigten Grundgebilde G^ und Gg sind und ein 
drittes Paar entsprechender Elemente c^, c^ der letzteren (auf 
Grund der Definition einer Involution) sofort durch den Platz- 
wechsel von bi und bg erhalten wird. 

Ea sind sonach die beiden Paare konjugierter Ele- 
mente a^, 83 ; l)^, bg der Involution mit drei Paaren ent- 
sprechender Elemente vou Gj und Gg gleichwertig, was zur 
vollkomenen Bestimmung der Involution hinreichend ist. 

Indem ein Doppelelement einer Involution zwei zusammen- 
fallende konjugierte Elemente repräsentiert, so ist die Involution 
auch durch ihre beiden Doppelelemente bestimmt. Mithin gilt 
der Satz: 

„Ein involutorisches Grundgebilde ist durch Angabe sweier 
Paare konjugierter Elemente, oder durch Angabe der beiden 1 
elemente vollständig bestimmt." 



Ans dem vorstehenden Satze folgt unmittelbar, dass drei 
Paare konjugierter Elemente einer Involution nicht beliebig an- 
genommen werden können, sondern dass dieselben dort, wo sie 
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auftreten, das Resultat einer geometrischen Beziehung oder 
Konstruktion sein müssen. 

Als Beispiel für diese Behauptung kann der Beweis gelten, 
dass die drei Gegenseiteupaare AB, CD; ÄC, BD; SC, AD [Fig. 102, 
Taf. VI] eines beliebigen vollständigen Viereckes (ABCD) eine be- 
liebige Gerade r in drei Paaren konjugierter Punkte 3^,33; b^, b^ ; 
Cj, Cg einer Involution scbneiden. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke noch den Schnitt von AB 
und CD mit E, so ist durch Projektion ans C: 

(EABa^) TUTc (a^b^c^a^) 
and durch Projektion aus D: 

mithin : 

(a^bjCiBg) IC (aiCab^a^). 
Nach dem in § 117 augefithrten Satze ist aber aiicb: 

(aj^c^baBa) n (aabgCgai), 
woraus folgt, dass; 

(a^b^Cjag) TC (a^bgCaa^). 

Betrachtet man also Bj, a^; bj, b^ ; C^, c^ als entsprechende 
Elemente zweier Reihen, so entsprechen sich in denselben die 
Paukte a, und a^ auch nach erfolgtem Platzwechsel, d. h, 
diese beiden Reihen sind wirklich zu Linei Involution ver 
einigt. Es gilt sonach der Satz: 

„Die drei Geyenseitenpaare eines voll tandigen JutetJei c/inei 
den eine beliebige Gerade stets in drei Paaten konjugiertet P mhtv 
einer Invohdion." 

Der dem angeführten Satze dual gegenu bei stehende batz 
dessen Beweis ebenso einfach geliefert werden kann lautet 

„Die drei Paare von Oegenecken eines lollstandigen Vterteites 
iverd&n von jedem beliebigen Punkte aus durch drei Paare konju- 
gierter Strahlen eines inwlutoriscken Strahlenbüschels projiziert." 



y Google 



V. Kapitel. 

Die Kurven zweiten Grradcs als projektivisclie 
Erzeugnisse. 

§ 123. 

Das gfiometiisehe Erzeugnis awelev ]rt-ojol[tiviselieii 

StrahlcnbüscJicI. 

Seien Sj(aiß,Yi ■ ■ ■) 'i^d %(o^A'l2 ■ ■ ■) [Fig- 103, Tal'. VI] 
irgend zwei projektiviseho Strahlenbüscliel. Da beide 
Strahlenbüschel uuendlicli viele Paare entsprechender Strahlen, 
«it ^h' ßi' ßs' fi' Ys - ■ ■ besitzen, und ansserdem diese Strahlen- 
paare eine stetige Folge bilden, so wird der geometrische Ort 
der Durchschnittspuukte A, B, C . . . . aller dieser Strahlenpaare 
eine stetige Folge von unendlich vielen Punkten, d. h. eine 
Linie sein. 

Setzen wir insbesondere die beiden Büschel als perspekti- 
visch voraus, so wäre die so erhaltene Linie eine Gerade d. i. 
der zugehörige perspektivische Durchschnitt. 

Sind jedoch die beiden Büschel Sj und S^ projektivisch, 
so wird der vorgenannte geometrische Ort eine krumme Linie 
oder eine „Kurve" sein. Letztere wird sodann als das „Erzeugnis" 
der beiden Strahlenbüschel bezeichnet. 

Denken wir uns eine beliebige Gerade g angenommen, so wird 
dieselbe die beiden projektivischen Strahlenbüschel Sj und S^ in 
zwei projektivischen (konlokalen) Punktreihen (aibjC^ . . . .) und 
(a^bgCa . . . .) schneiden. Diese Pnnktreihen haben entweder kei- 
nen Doppelpunkt, oder sie besitzen ihrer zwei. (Satz in § 116.) 
Drei Doppelpunkte können die beiden Reihen nicht besitzen, weil 
sie sonst (nach § 110) identisch, die beiden Strahlenbüsche] 
mithin perspektivisch wären. 

Untersuchen wir nun, in welcher Beziehung die eventuell 
vorhandenen Doppelpunkte X und Y der beiden Reihen 
(aib^Ci. . . .) und (agb^Cg. . . .) zu dem Erzeugnisse der beiden 
Büschel S^ und Sg stehen. 

Da ein solcher Doppelpunkt X zwei einander entsprechende 
Punkte der beiden Reihen vereinigt, ao gehen durch denselben auch 
zwei einander entapreehende Strahlen ^^ und ^3 der beiden Büschel 
Si und $2 ; besagter Doppelpunkt ist demnach, als Schnitt dieser 
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Strahlen ^j aiid ^g, gleichzeitig ein Pnnkt der erzeugten 
Kurve. Das Gleiche gilt von dem zweiten Doppelpunkte Y. 

Hieraus ist zu ersehen, dass eine Gerade g mit der erzeugten 
Kurve entweder zwei oder gar keine Punkte gemein hat (mehr 
als zwei jedoch niemals), je nachdem die beiden konlokalen Punkt- 
reihen, welche auf g von den projekti vi sehen StrahleBbüscheln S^ 
und Sg bestimmt werden, zwei Doppelpunkte oder keinen besitzen. 

Das Vorhandensein der beiden Schnittpunkte resp, der Doppel- 
punkte ist offenbar bloss von der gegenseitigen Lage der Geraden 
g gegen die erzengte Kurve abhängig. 

Wir erlauben uns diesbezüglich die sich iu allen späteren 
Betrachtungen als berechtigt erweisende Annahme, dass stets 
zwei solche Durchsehnittspunkte oder Doppelpunkte vorhanden 
sind, daas diese jedoch nur in dem einem Falle „reell" d. h. 
wirklich konstruierbar und anschaulich, im anderen Falle 
dagegen „nnaginär" d. h. nicht konstruierbar, und nur in 
der Einbildung oder richtiger gesagt, nur begrifflich vorhan- 
den seien. 

Besagte Annahme hat diesfalls dieselbe Berechtigung, wie in 
der Algebra die Darstellung der „imaginären Grössen" als „Qua- 
dratwurzeln aus negativen Zahlen". 

Hiemach sagen wir, zwei konlokale Punktreihen und 
folglich auch zwei koulokale Strablenbüschel besitzen stets 
zwei reelle oder zwei imaginäre Doppelelemente. 

Diese Betrachtungen fuhren zu nachstehenden Satz: 

„Eine Kurve, Vielehe sich als das Ei^eugas zweier pojekti- 
vischen Strahlenbüsehel ergibt, hat mit jede) Getaden zuet reelle 
oder imaginäre Punkte gemein." 

Ans diesem Grunde wird auch d'\s Erzeugnis zweier piojet- 
tivischen Strahlenbüsehel als , eine Rutoe ^ueitti (h Inung" 
bezeichnet. 

§ 124. 

Auf jedem Strahle der erzengenden Strahlenbüsehel Sj und 
Sg [Fig. 103, Taf. VI] einer Kurve zweiter Ordnung liegt ein Punkt 
dieser Kurve d. i, der Schnittpunkt des besagten Strahles mit dem 
ihm entsprechenden Strahle des zweiten Büschels. Selbstverständ- 
lich muss dieser Strahl, ebenso gut wie jede andere Gerade mit 
der Kurve zwei Punkte gemein haben. 

Es ist aber einleuchtend, dass, weil kein zweiter dem ge- 
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nannten Strahle entspreehemler Strahl im aiidereu Riiacliul vor- 
handen ist, dieser zweite Schnittpunkt nur der Sclieifcel des 
betreffenden Strahlenbüsehels sein kann. 

Dass die Seheitel S^ und Sg der erzeugenden Strahlenbüschel 
in der That auch Punkte der erzeugten Kurve sind, geht aus fol- 
gender Betrachtung hervor. 

Denken wir uns in dem Büschel Sj jenen Strahl öj gezogen, 
welcher gleichzeitig durch S^ geht, so wird demselben in dem 
Büschel Sg ein Strahl a^ entsprechen; es wird mithin der Scheitel 
Sg, welcher gleichzeitig den Schnittpunkt der sich entsprechenden 
Strahlen a^ and <s^ repräsentiert, ein Punkt der Kni-ve sein. Ebenso 
entspricht dem durch Sj gehenden Strahle % des Büschels Sg in 
dem Büschel Sj ein Strahl -Zj^; es ist folglich Sj, als Schnitt von 
V nl TTj ele f 11 en P nkt de T ve 

D e 1 e Ten t ahleu a unl t haben in e leii e 1 1 j^ 

B de tu „ 

^ sl uaml ch las e bei eb ge StallSj le B chel 
S nn len 1 u entpreel en len St ahle 8 des B scLels S n 
uem V n S ve helenen K ve j kte D geschn tten v 1 
De 1 en V US nn 8g n S ^^ege 1 e Grenzlage c ged eht 
n 1 n je lei Lage e ne "sei tt D m t den I m entsi echenden 
St ahle 8 1 e t ra nt bo w d las =lt ck S^O stets kl u r e 1 
und f r 1 e Grenzlage ög ganzhch verschwinden ( esj nen 11 h 
kle werden) 

Der Strahl ö^ hat daher mit der Kurve in Sg zwei unend- 
lich nahe oder zusammenfallende Punkte gemein, stellt sonach 
die Tangente der Xnrve in S^ vor. Desgleichen erhält man in 
T^ die Tangente der Kurve in Sj. Mithin besteht der Satz: 

„Die Scheitel der eine Kurve zweiter Ordnung erzeugenden 
projektiviscken Straklenbüschel sind ebenfalls Punlcte der Kurse, 
und die beiden Strahlen, welche der ! 
als Strahl des jeweilig zweiten Büschels brachtet - 
sind Tangenten der Kurve in den zwei Scheitelpunkten." 

i 12Ö. 
Nachdem man leicht zu dem Glauben verleitet werden könnte, 
dass die Pujikte Sj und S^, als Seheitel der erzeugenden Strahlen- 
büseliel, nicht gewöhnliche Punkte der Kurve zweiter Ordnung 
seien, sondern daes sich dieselben durch irgend welche 1 
Rigenscliafteu auszeichnen, wollen wir in Nachstehendem i 
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itass dies iiiclii der Fall sei, dtiss vielmehr jede Ifnrve /weiter 
Orduuug auf uaeudlicli viele Arten projektiTisch er- 
zeugt werden könne, und dass man jede beliebigen zwei 
Paukte der besagten Kurve als Seheitel zweier erzeugenden 
Strahlenbüschel betrachten kann. 

Nehmen wir an, es seien Sj und S^ [Fig. 104, Taf. VI] die 
Seheitel der beiden, eine Kurve K zweiter Ordnung erzengenden 
Strahlenbüsehel, und Ä, B, C, M, fü wären fünf beliebige 
Punkte der besagten Kurve, vou welchen angenommen wird, dass 
sie bereits auf irgend eine Weise durch Vervollstän- 
digung der beiden Büschel Sj^ und S^ konstruiert resp. ge- 
fuudeu worden seien. 

Die durch dieae fünf Punkte gehenden Strahlenpaare a^, a^; 
ßii ßäJ Yn Tai J'^i' V-^ ^^^ ^11 '^a ^'^^^ entsprechende Strahleu- 
paare der beiden Büschel Sj und Sg. Nachdem jedoch die letzteren 
schon dui-cli die drei ersten Punkte Ä, B, C oder be«iehiu]gsweise 
durch die sie bestimmenden Strahlenpaare gegeben sind, so ist ein- 
leuchtend, dass zwischen den Punkten Sj, Sg, A, B, C, R9, 1^ und 
den sie verbindenden Strablenpaaren geometrische Beziehungen 
obwalten müssen. Zu solcben Beziehungen gelangen wir sofort, 
wenn wir, etwa auf Grund der drei Stvahlenpaare a^, a^; ßj, ß^; 
Yi, 7g, die beiden Büschel Sj und S^ nach der in § 114 entwickel- 
ten Methode vervollständigen. 

Zu diesem Zwecke haben wir durch den Sclmitt zweier ent- 
aprechenden Strahlen, beispielsweise durch den Schnitt Ä von «^ 
und ttg, zwei Geraden als Träger von Hilfsreihen zu ziehen. 
Anstatt diesen Trägem beliebige Lagen zu geben, wählen wir für 
dieselben unmittelbar die Verbindungsgeraden Pj=ÄiM und ra=^ÄI'ä. 

Diese beiden Geraden werden von den Strahlenbüseheln S^ 
und Sg in zwei perspektivischen Punlctreihen (a^bjCi . . . .) und 
(agbaCj . . . .) getroffen, deren vermittelndes Projektiousceu- 
trum S im Schnitte der Verbiudungsatrahlen C^Cg and b^b^ er- 
halten wird. 

Der auf r^ liegende Kurvenpnntt fifi ist ebenfalls der Schnitt 
zvreier ent-sprechenden Strahlen jj.^ und [ig der Büschel S^ und S^. 
Diese Strahlen bestimmen iu den Eeiheu r^ und r^ zwei entsprechende 
Punkte nii und m^, von welchen,-der erstere mit M seihst zuaammeu- 
fällt, während deren Verbindung^emde «11%, welche identisch 
mit dem Strahle jj^^^SalVi ist, durch S gehen muss. 

Durch eine gleiche Betrachtung gelaugt man zu der Erkenntnis, 
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dass auch die Verbiuduugagerade SjN dvireh S geht. In diesem 
Ergebnisse liegt die vorgenannte geometrische Beziehung. 

Mittels der Punktreihen r^ oud r^ können nau anstandslos 
auch die beiden Büachel S^ und Sg vervollständigt, und so 
beliebig viele Punkte der Kl^rve erhalten werden. Es genügt 
für den vorliegenden Zweck, durch S irgend einen Strahl zu führen, 
um auf r^ und r^ zwei entsprechende Punkte d^ iind dg zu be- 
stimmen, Die durch dj und d^ gehenden Strahlen 5j und \ der 
Büschel Sj und Sg entsprechen einander, schneiden sich daher in 
einem Punkte D der Kurve. 

Zwischen den beiden Scheiteln S^ und Sg und den vier 
beliebigen Kurvenpunkteu A, D, M, N herrscht gleichfalls eine 
leicht erkennbare Beziehung. 

Es liegen nämlich die drei Schnittpunkte S, dj und d^ 
der Paare von Verbindungsgeraden SjW und S^M; AftS und S^D; 
AN und SgD auf einer und derselben Geraden. 

Auch diese Beziehung bietet die Möglichkeit auf einfache 
Weise einen Kurvenpnnkt A zu bestimmen, wenn die beiden 
Scheitel S^ und S^ [Fig. 105, Taf, VI] der erzeugenden 
Strahlenbüschel und drei beliebige Kurvenpuukte M, N, 
D gegeben sind. 

Man wird nämlich zunächst die Verbindungsgeradeu S^D und 
S^D ziehen, und den Schnitt S von S^N und SgM feststellen. 
Werden sodanu mittels eines beliebigen durch S geführten Strahles 
die Punkte d, resp, d^ auf S^O und S^D bestimmt, so erhält mau 
im Schnitte von Mdj und Ndg einen Kurvenpunkt A. Irgend ein 
anderer durch S gezogener Strahl bestimmt auf S^D und SgD eben- 
falls zwei Punkte d'^ und d'^, welche, beziehungsweise mit IH und 
N verbunden, einen Kurvenpunkt fi' liefern. 

Denkt man sieh diese Konstruktionen fortgesetzt, so ergeben 
sieh auf SjD und S^D zwei perspektivische Puuktreiheu 

(d.d'.d','. . .} und (d,d',-d;'. . .), 
deren vermittelndes Projektionscentnim S ist, und welche aus 
den Punkten M und N projiziert, zwei projektivische Strahleu- 
büschel 

iVi(d,d',d','. . .) und N(d,d',d','. . .) 
bestimmen, deren Erzeugnis die frühere Kurve zweiter Ordnung ist. 

Hiennit ist nachgewiesen, dass die Scheitel S^ und S^ in der 
That keine besonderen Kurvenpuukte sind, und dass somit 
der Satz gilt: 
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„Die Strahlmhllschel, welche ans zwei PunMea einer Kurve 
zweiter Ordnung alle übrigen Punkte dieser Kurve projizieren, sind 
stets projektiviscJk" 

§ 126. 
Der Pascarsehe Satz. 

infolge dew eben bewiesenen Satzes erselieint es somit betreffs 
der voi-ber zwischen den Punkten S^, S^, A, D, iVi und N [Fig. 105, 
Taf. VI] dei Kurve K aufgefnndeneii Beziehniig überflüssig, Rüek- 
Hicht darauf zu nehmen, dass zwei der genannten Punkte die Sehöi- 
fel der die Kurve erzeugenden Büschel sind. Nachdem die besagte 
Beziehung sieh überhaupt auf sechs Punkte d-er Kurve er- 
streckt, so kann dieselbe auch in nachstehender Weise zum Aus- 
druck gebracht werden. 

Die vorhandenen Verbind uugageraden der sechs Punkte be- 
stimmen ein Sechseck, dessen aufeinander folgende Seiten SjD, 
DSg, S^M, MÄ, AN und NS^ sind. Die erste Seite und die vierte, 
die zweite und fünfte, sowie die dritte und sechste Seite eines 
Sechseckes nennt man bekanntlich dessen Gegenseiten. Im vor- 
liegenden Falle schneiden eich die drei Paare von GS egenseiten : 
S,D, m-, DSa, AN; SaM, US^ in drei Punkten d^, d^ und S, welche 
einer und derselben Geraden angehören. Dies Ei^ebnis liefert 
den von Pascal herrührenden Satz: 

„Die SchnUtpunkte der drei Paare von Gegenseiten eines einer 
Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenen Sechseckes liegen auf einer 
und derselben Geraden." 

§ 127, 

Die in § 125 angestellten Betrachtungen sind aucli für die 
Bestimmung einer Kurve zweiter Ordnung durch ,, Punkte 
und Tangenten" von Belang. 

So erkennt man ohne jedwede Schwierigkeit, dass eine Kurve 
K der zweiten Ordnung durch die Angabe von fünf derselben 
angehörenden Punkten vollständig bestimmt ist. 

Wählt mau nämlich zwei dieser Punkte als Scheitel von 
Strahlenbüscheln, deren Projektivität durch die drei nach den 
noch übrigen Punkten gezogenen Strahlenpaare festgestellt ist, so 
werden diese Büschel (mit Zugi-undelegung des im § 125 ange- 
führten Satzes) die gesuchte Kurve erzengen. 
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Ebenso ist eine Kurve zweiter Ordnung dureli vier Punkte 
A, B, C, D uud die Tangente a, in einem derselben, etwa in A, 
bestimmt. 

Nimmt man nämlich A und irgend einen zweiten Punkt, bei- 
spielsweise B als Scheitel der die Kurve erzeugenden Strahleu- 
büsehel an, so erhält man zwei Paare entsprechender Strahlen, 
welche durch die beiden noch übrigen Punkte C und D führen, 
nud ein drittes Paar in g, und ö^ = BA (nach dem in § 124 auf- 
gestellten Satze), womit die Projelttivität der erzeugenden Büschel 
festgestellt ist. 

Sind endlich A, B, C drei beliebige Punkte eijier Kurve 
zweiter Ordnung, und stellen die beiden durch Ä und B gehenden 
Geraden t^ und Gj, die Tangenten der Kurve in A und B vor, 
so kann man die letzter'« wieder als das Erzeugnis zweier pro- 
jektiviachen Strahlenbüschel, deren Scheitel A und B sind, 
betrachten. 

Die Projektivität ist durch drei Paare entsprechender 
Strahlen bestimmt. Ein Paar dieser Strahlen geht nämlich 
durch den Punkt C, während den Tangenten Tj und ö^j in den 
Büscheln B resp. A jene Strahlen -z^ und c^ entsprechen, welche 
in der Geraden AB liegen. (Satz in § 124.) Hieraus ergibt sich 
die Folgerung: 

„Eine Kurve zweiter Ordnuncj ist vollständig hestimmti 

a) dvrch fünf ihrer Punkte; 

h) durch vier ihrer PunHe und die Tangente in einem der- 
seihen; 

c) , durch drei ihrer Punkte und die Tangenten in zweien der- 
selben." 

§ 128. 

Der Paseal'sclie Satz in speziellen Füllen, Degenerierte 

Polygone. 

Da, wie aus den vorhergehenden Betrachtungen an und für 
sich hervorgeht, der in § 125 und 126 bewiesene Pmcal'sa\ie> 
Satz von der Grösse der einzelnen Seiten des eingeschriebenen 
Sechseckes unabhängig ist, so wird er offenbar auch dann noch 
gelten, wenn eine Sechseckseite unendlich klein ist, also durch 
eine Tangente der Kurve repräsentiert wird. Die beiden auf dieser 
unendlich kleinen Seite liegenden Eckpunkte des Sechsecks sind 
sodiinn im Berührungspunkte vereinigt. 
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Im allgemeinen pflegt man ein einer Kurve eingoschri ebenes 
Polygon, in welcliem eine oder meiirere Seiten uuendlich 
klein sind, ihrer Lage und Richtung nach aber durch Knrven- 
tangenten dargestellt sind, ein „degeneriertes eingeschriebenes Po- 
lygon" zu nennen. 

So kann beispielsweise, wenn A, B, C, D nnd E {Fig. 106, 
Taf. VI] fünf beliebig angenommene Punkte einer Kurve zwei- 
ter Ordnung sind, nnd ta die Tangente der letzteren in A vor- 
stellt, das Fünfeck ABCDE im Verein mit der Tangente ta als ein 
der Kurve eingeschriebenes degeneriertes Sechseck ABCDEF auf- 
gefasst werden, in welchem der Eckpunkt F mit dem Eckpunkte 
A ausanunen fällt, und die unendlich kleine Seite AF ihrer Rich- 
tung nach durch die Tangente ta dargestellt ist. 

Da nun, wie oben bemerkt wurde, der Paacal'aalie Satz auch 
für dieses Sechseck gelten muss, so werden die Schnittpunlrte a, 
ß, 7 der G-eradenpaare (Gegenseitenpaare des degenerierten Sechs- 
eckes) AB und OE, BC und AE; DC und AF = ta iu eiuer und 
derselben Geraden p liegen. 

Hieraus ergibt sich sofort eine höchst einfache Konstruk- 
tion der Tangente ta- 

Man bestimmt nämlich zunächst die Punkte a und ß als 
Schnitte von AB und DE, resp. BC und AE und bringt hierauf 
aß = p mit CD in y zum Schnitte; 7 mit A geradlinig verbunden, 
liefert unmittelbar in Ay die gesuchte Tangente ta. 

§ 129. 

Wichtig erscheint die Spezialisierung des Pascal'schen Satzes 
für ein in ein Viereck und zwei Tangenten ausgeartetes 
Sechseck. 

Seien A, B, C, D [Fig. 107, Taf. VI] irgend vier Punkte einer 
Kurve zweiter Ordnung, und denken wir uns in irgend zweien 
dieser Punkte, etwa in A und C, die Tangenten ta und tc der 
Knrve gegeben. 

Die vier Punkte A, B, C, D können im Sinne der Elementar- 
geometrie auf drei Arten zu Vierecken verbunden werden; zwei 
dieser Vierecke sind sogenannte „ übersehlagene ", während das 
dritte als „konvexes" Viereck bezeichnet wird. 

Für unsere Betrachtung wählen wir jenes einfache Viereck, 
iii welchem die mit den Tangenten ta und te versehenen Punkte A 
und C Gegoneeken sind, d. i. also das konvexe Viereck ASCD. 
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Im Vereine mit den Ijeideü Tangenten ta niid i^ kann dieses Vier- 
eclt als ein degeneriertes Sechseck AEBGFD aufgefasst werden, 
in welchem die Eckpunkte E und F beziehungsweise mit A und C 
zusammenf allen, während die Tangenten i» und to die Richtungen 
der unendlich kleinen Sechs eckseiten ÄE und CF vorstellen. 

In dem besagten degenerierten Sechsecke sind AB und CO; 
BC und AO; ta = AE und tc = CF Gegenseiten. Nach dem Fas- 
co^'schen Satze müssen die drei Schnittpunkte Y, Z und r dieser 
drei Seitenpaare auf einer und derselhen Geraden liegen. Wie er- 
sichtlich ist diese Gerade diejenige, welche gleichzeitig die Schnitt- 
punkte Y and Z der Gegenseiten des eiufaelien Viereckes ABCD 
verfeindet. 

Hätte mau anstatt der Tangenten ta und tc ™ den Punkten 
A lind C, jene tb und td in den beiden anderen Gegenecken B und 
D des Viereckes gewählt, so würde man durch eine gleiche Be- 
trachtung gefunden haben, dass ihr Schnittpunkt q ebenfalls auf 
der vorgenannten Geraden YZ liegt. 

Nehmen wir weiter die Tangenten in einem anderen Punkte- 
paare, Ijeispiels weise die Tangenten ta und tu in A und B an. 

In dem übersehlageuen Viereck ACBD sind die Punkte A 
und ß Gegeneeken. Mit Hinzufüguag der Tangenten ta und ti, 
erhalten wir wieder ein degeuenertes Sechseck, in welchem die 
Seiten in der Reihenfolge ta, AC, Cß, ii,, BD, DA stehen; es re- 
präsentieren demnach ta und ib; AC und BD; Cß uud DA die 
Gegenseiten, deren Schnittpunkte m, X und Z nach dem Pascal'- 
schen Satze in einer Geraden liegen müssen. Letzgenannte Ge- 
rade ist aber wieder die Verbindungsgerade der Schnittpunkte X 
und I beider Gegenseitenpaare des Viereckes ACBD. Auf derselben 
Geraden befindet sich auch der Schnittpunkt n der beiden Tangen- 
ten tc und td in C und D. 

In dem diitten (übersehlageuen) Viereck ABDC sind A und D; 
B und C Gegenecken, während XY die Verbindungsgerade der 
Schnittpunkte der beiden Gegenseitenpaare vorstellt. 

Durch dieselbe Betrachtung resp. Anwendung des Pffscö^'scheu 
Satzes findet man so wie vorher, dass sich auch in diesem Falle 
sowohl der Schnittpunkt der Tangenten ta und tj in den Gegen- 
ecken A und D, als auch der Schnittpunkt p der Tangenten tb und 
te in den Gegeneeken B und C auf der Geraden XY vorfinde. Es 
gilt mithin allgemein der Satz: 

„Werden vier beliebige FunJde einer Kurve siveiten Grades in 
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irgend einer Reihenfolge zu einem einfachen Viereck verbunden, so 
liegen die S(JiniUpunkte der Tangmtenpaare der Kurve in den Gegen- 
echenpaaren des Viereckes auf jener Geraden, welche die Schnitt- 
punkte der beiden Gegenseiienpaare verbindet." 

Eine andere rnid umfasseiidere Form kann diesem Satze ge- 
gegeben werden, wenn man die vier Punkte A, B, C, als Eck- 
punkte eines vollständigen Viereckes, und die vier ihnen 
zukommenden Tangenten ta, ibi tc, ia als Seiten eines voll- 
ständigen Vierseitcs betrachtet. Man hat sodann nachstehende 
Anordnung. 

a) Bezüglich des vollständigen Viereckes. Die drei Paare 
von Gegenseiten AB und CD, AC und BD, AD und BC bestimmen 
beziehungsweise die Diagonalecken ¥, X und Z, und diese die drei 
Diagonalen XY, Y2, ZX. 

b) Bezüglich des vollständigen Vierseites. Die Gegen- 
ecken sind: (ta, ib) = m und (tc, td) = n; (U, tj) == o und 
(ib, tc) = p; (tfl, to) ^^ r und (tu, ta)^q; es sind mithin mn, op 
und r(j die Diagonalen. 

Nun wurde aber voihei nachgewiesen, dass m nnd n auf XZ, 
dasa und p auf XY und dass P und q aufYZ liegen; es besteht 
sonach der Satz: 

„Das von vier beliebigen Punlfen einet Kurve siveiUr Ordnung 
gebildete vollständige Viciecl, und das dmch die vier Kurveidan- 
genten in diesen Punkten beittmmte vollständige Vierseit besitzen ein 
gemeinschaftliohes Diagoncdäreieck " 

Weiter kann der Eig, 107, Taf. VI noch ohne weiteres der 
nachstehende, auf denselben Gegenstand bezügliche Satz entnom- 
men werden: 

„Bildet man aus irgend vier Punkten einer Kurve zweiter Ord- 
nung ein vollständiges Viereck mit seinem Diagonaldreieck, so liegt 
der Schnittpunkt der Kurventangenten in irgend zwei der vier Punkte 
auf Jener Diagonale, dessen gegenüberliegender Diagonaleckpunkt 
sich auf der durch die Berührungspunkte gehenden Viereehseite be- 
findet." 

§ 130. 

Bet.raeliten wir weiter noch irgend ein einer Kurve zweiter 

Oi-dnung eingeschriebenes Dreieck ABC [Fig. 108, Taf. VI] nnd 

die Tangenten ta, tb, tc der Kurve in dessen Eckpunkten A, B 

und C, so kann auch dieses als ein degeneriertes Pascal'sches 
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Sechaeeli ADBECF aufgefasst werden, in welcliora die miendlicli 
kleinen Seiten AD, BE und CF ihrer Richtung nach durch die 
Tangenten ta, tb und tu dargestellt sind. 

In dem bezeichneten Sechseck sind AB iind CF;= tci BC und 
AD ^ ia; CA und ßE = tb die drei Gegenseitenpaare, deren Schnitt- 
punlcte Yi o^i ß nach dem Pascal'schen Satze auf einer Geraden pp 
liegen müssen; es besteht demnach auch diesfalls der Satz: 

„Die Schnittpunkte der Seiten eines einer Kurve ztoeiter Ord~ 
nwiff eingeschriebenen Dreieckes tnit dm Tangenten in den ihnen 
gegmüi&rliegenden EckptmHen liegen auf einer und derselbm Ge- 
raden." 

§ 131. 

Die Spezialfälle des Pßscarsehen Satzes gestatten überdies 
(wie schon in § 128 darauf hingewiesen wurde), einfache Tan- 
geutenkonstruktionen an eine durch Punkte gegebene 
Kurve aweiter Ordnung. 

Ein derartiges Beispiel wäre allenfalls die Konstruktion der 
Tangenten einer durch fünf Punkte A, B, C, D, E [Fig. 109, 
Taf. VI] gegebenen Kurve zweiter Ordnung iu zweien dieser Punkte, 
etwa in A und B. 

Mit Zugrundelegung des dritten in § 129 angeführten Satzes 
mnss der Schnittpunkt n der Tangenten ta und tb in den Punk- 
ten A und B auf jener Diagonale des vollständigen Viereckes 
AßCD liegen, welche sich als Verbindungs gerade der Schnittpunkte 
a und ß der Gegen seitenpaare BC und AD resp. AC und BD ergibt. 

Betrachtet man A und B als Eckpunkte eines zweiten voll- 
ständigen Viereckes, beispielsweise des Viereckes ABDE, so mnss 
der vorgenannte Schnittpunkt n von ta und tu wieder (nach dem 
vorher angeführten Satze) auf jener Diagonale liegen, welche den 
Schnittpunkt 7 der Gegenseiten BD und AE mit dem Schnittpunkte 
h der Gegenseiteji AD und BE verbindet. Im Schnitte von ccß 
und fS erhält man sonach den Punkt n und in nA und nB die 
gesuchten Tangenten ta und tb- 

§ 132. 

Ifoiistruktioii der Doppelelemente zweier konlokalen Gmiid- 

gebilde mittels einer Kurve zweiter Ordnung. 

^Nehmen wir an, es seien zwei projektivische Strahlenbüschel 
mit dem gemeinschaftlichen Seheitel S [Fig. 110, Taf. VI] durch 
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drei Paare entspreclicnder Strahlen Sa, und Sa^; Sßj imd Sß^; 
Syi «h<1 S^g gegeben, üic Doppelstraiileii derselben sind 7,n 
Jtoiistmi ereil. 

Dies lässt sich mittels einer von Steiner herrühreniJeii Kon- 
struktion höchst einfach bewerkstelligen. 

Man zeichnet zunächst eine beliebige durch den gemeinschaft- 
lichen Scheitel S gehende Kurve K zweiter Ordnung. (In 
Fig. 110, Taf. VI wurde K als Kreis gewählt. Obwohl erst in 
der Folge nachgewiesen werden wird, dass der Kreis eine Kurve 
zweiter Ordnung sei, machen wir doch schon an dieser Stelle zu 
gunaten einfacherer Konstruktionen von dieser Thateache Gebrauch.) 
Die Kurve K wird von den sechs vorgenannten Strahlen Sa^, Sctg, 
Sßi, Sßa, Sy,, S^ä ausser im Punlcte S selbst, noch in sechs Punk- 
ten Oj, a^, ßi, ßa, -y^ und -yj getroffen. 

Werden die Punkte a^, ßj, f,, , welche die Strahlen des 

Büschels S (aj ß, Yj ■ ■ ■) auf der Kurve K bestimmen, von dem 
Kurvenpunkte a^ aus projiziert, so erhalten wir (Satz in § 125} 
ein Strahlenbüschel o^ (a^ßj^i ■■.■), welches mit dem Büschel 
S(K^ßj7j.,,) projektivisch ist. 

Projizieren wir in gleicher Weise von dem Knrvenpunkte «j 
aus die Punkte a^ß^Yg..., welch letztere durch die Strahlen des 
Büschels S (a^ ßa Ys ■ ■ ■) ^^^ ^^^ Kurve K bestimmt werden, so er- 
halten wir (dem vorgenannten Satze entsprechend) ein Strahlen- 
büschel »1 («2 ßa Tb ■ ■ ■)' welches mit dem Strahlenbüschel S(cf.^^^y^...) 
projektivisch ist. 

Da wir aher die beiden Büschel S(a^ß,Yi...) und S(a2ßäYg...) 
als projektivisch voraussetzen, so müssen auch die beiden Büschel 
0-2 («ißiYi ■ ■ - ■) nnd a^ («aß^Ya ■ ■ ■ ■) nicht nur untereinander 
projektivisch, sondern insbesondere (Satz in § 112) perspek- 
tivisch sein, nachdem die Verbrudungsgerade ihrer Scheitel «j 
und «2 zwei einander entsprechende Strahlen Kja^ und «s'^i verei- 
nigt. Der perspektivische Durchschnitt dieser beiden Büschel 
ist jene Gerade p, welche die Schnittpunkte b und c der sieh ent- 
sprechenden Strahlen a^ßg nnd a^ßi ^esp. «j^Ya "°'^ "'bTi verbindet. 

Nimmt man daher auf r einen beliebigen Punkt d an, so wer- 
den die durch ihn gehenden, sich entsprechenden Strahlen a^d und 
(Kjd der beiden Büschel a^ («ißiYi ■ • ■) ^^^ % (sßaTs - ■ ■) ^^io 
Kurve K in zwei Punkten Sj resp. S^ treffen, welche mit S verbun- 
den stets zwei einander entsprechende Strahlen S5j und SSg der 
beiden gcgchnnen Büschel S(%,ß^7j...) und 8(05,^272 -■ •) liefern. 
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Wie emchtlieh kann man auf diese Weise durcli Wahl ver- 
schiedener Punkte von r beliebig viele kori-espoudiereude Stralileu- 
paare der gegebenen konlokalen Strahl enbüsehel erhalten. 

Die Gerade r wird ferner mit der Kurve K entweder zwei 
reelle oder zwei imaginäre Punkte x und y gemein haben. 
(Im vorliegenden Falle sind x und y reell.) 

Die beiden durch x gehenden Strahlen ct^x und a^x ent- 
sprechen sich in den Büscheln «^(aißjYj . . .) und aj(a2[ia7a. . .), 
und bestimmen daher anf der Kurve K zwei Punkte ^^ und ^g, 
welche mit S verbunden zwei einander entsprechende Strahlen S^j 
und S^2 <^ßi' gegebeneu Büschel S(aißiYi...) und SCagPaYa---) 
liefern. Nachdem aber die beiden Punkt« t^ und ^g mit X selbst 
zusammenfallen, so sind auch die beiden Strahlen S^j und S?g in 
Sx vereinigt, d. h, Sx ist der eiue Doppelstrahl der kon- 
lokalen Büschel S (cciß^Ti . . .) und S (a^ßsTs • ■ ■)■ Der zweite 
DoppelstraLl ist Sy. 

Nuch derselben Methode kann man auch die Doppelpunkte 
zweier konlokalen Panktreihen 

fi (ai^iCi . . .) und r^ (a^b^c^ . . .) [Fig. 110, Taf. VI] 
dadurch konstruieren, dass man dieselben von einem beliebigen 
Punkte S aus durch zwei konzentrische Strablenbiischel projiziert, 
die Doppelstrahlen Sx nnd Sy der letzteren bestimmt, und so 
die zu suchenden Doppelpunkte XjX^ nnd y^yj im Schnitte von 
Sx und Sy mit dem gemeinschaftlichen Träger r^f^ findet. 

Bezügüch der Konstrulttion der Geraden r ist noch folgendes 
zu bemerken. 

Besagte Gerade !■ wurde mittels der beiden Punkte b und c 
bestimmt, in welchen sich beziehungsweise a^ß^ nnd a^ßi, resp. 
a^Ya nnd o^Yj sehueideu. Aber auch der Schnitt von ß^Ya ^^^ 
ßäYi liegt auf r. Denn verbindet man die sechs Punkte in der 
Reihenfolge «ißgYi'^sßtTa ^u einem Sechseck, so sind die vorge- 
nannten Geradenpaare Gegenseiten; es müssen daher (nach dem 
Pasco^'schen Satze) ihre Schnittpunkte auf einer nnd derselben 
Geraden liegen. Man erhält demnach i", wenn man aus den sechs 
Punkten a^, Og, ß^, ß^, Yn Ta zwei Punkte in der Weise ab- 
leitet, dass man von den drei Kombinationen aß, ^y, ya zwei 
wählt, aus ihnen durch Index vertauschung je ein Geradenpaar von 
der Form \}.jV^ und jXgV^ bildet, nud die Scluiittpunltte, welche zwei 
solche Geradenpaare ergeben, verbindet. 
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§ 133. 

Der Desargnes'sche Satz. 

Seien A, B, C, D [Fig. 111, Taf. VI] vier beliebige Punkte 
einer Kurve K zweiter Ordnung; femer sei P irgend eine Gerade, 
welche die Kurve K in d^ und dg treffen möge. 

Die drei Paare von Gegenseiten des vollständigen Viereckes 
ABCD, nämlich AB und CD; AD und BC; AC und BD schneiden 
die Gerade r (Satz in § 122) in drei Paaren konjugierter Punkte 
35,83; Ej^, bj; Cj, Cg einer Involution. Es lässt sich leicht 
zeigen, dass auch die beiden Kurvenpunkte d^ und d^ ein 
Paar konjugierter Punkte dieser Involution sind. 

Behufs dieses Nachweises projizieren wir die vier Kurveu- 
puokte B, D, d^, dg ^^^ öii^ ^^^ ''*"ii Kurvenpunkte A und das 
andere Mal vom Kurvenpunkte C ans, 30, dass wir {Satz in § 125} 
zwei projektivisehe Strahleuwürfe erhalten. Die letzteren 
schneiden die Gerade r in den beiden Punktwürfen (aib^d^dg) 
mid (b^ajdidg), welche ebenfalls projektivisch sein müssen. 

Weiter können wir durch blosse Elementenvertauscliung 
(Satz in § 117) aus dem Wurfe (bgagd^dg) den ihm projekti vischen 
Wurf (ajbgdgdj ableiten, so dass auch 

ist. Hieraus ist aber ersichtlich, dass, sobald Bj und 83 ; b^ und b^; 
d^ und d|t als die drei Paare bestimmender Elemente einer Pro- 
jektivität angenommen werden, das Elementenpaar d^, dg ver- 
tauschbar ist, woraus weiter (nach § 119) folgt, dass a^, a^; b^, b^; 
dl, dg konjugierte Punktepaare einer Involution sind. Ein 
viertes konjugiertes Punktepaar dieser Involution ist aber (Satz 
ia § 122) auch Ci, C^. Es gilt mithin der von Desargues her- 
rührende Satz: 

„ Eine Kurve zweiter Ordnung und die drei Paare von Gegen- 
seiten eines vollständigen Viereckes, dessen Eckpunkte vier beliebige 
Kurvenpunkte sind, sehneiden eine Gerade stets in mer Paaren kon- 
jugierter Punkte einer Involution." 

§ 134. 
Aus dem vorstehenden Satze können ohne weiteres zwei an- 
dere Sätze abgeleitet werden, von welchen namentlich der eine für 
■ die Konstruktion von Involutionen und ihren Doppelelementen 
sehr wichtig ist. 
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öei nämlich K wieder eine Enrve zweiter Orclnuug, seien ferner 
A -and B [Fig. 112, Tut VI] zwei beliebige Punkte derselben imd 
a, ein der Kurve nicht angehörender Punkt. 

Denken wir nns durch a^ beliebige Strahlen gezogen, welche 

die Knrve K in Pnnktepaai'en C^, C^; Dj, D^; E^, E^ treffen, 

und projizieren wir die eine Reihe von Schnittpunkten Cj, Dj, Ej . . . 
voa B aus durch das Strahlenbüschel B (C^D^Ei . . .), während die 
andere Schnittpunktreihe Cg, D^, E^, . . . von A aus durch das 
Strahlenbiischel A(C2D3Ej . . .) projiziert werde, so lässt sieh be- 
v^eisen, daes diese beiden Strahlenbüsehel projektivisch sind. 

Denken wir nns nämhch A mit B verbunden und durch Hj 
irgend eine Gerade r gezogen, welche die Kurve K in b^ und b^, 
die Gerade Ä8 aber in a^ schneiden möge. 

Die beiden Punktepaare a,, a^ und bj, b^ bestimmen auf r 
(Satz in § 121) eine Involution, 

Dem Desargues'achen Satze entsprechend wird man stets 
weitere konjugierte Punkte dieser Involution erhalten, wenn man 
ein Tollständigea Viereck bildet, in welchem A und B zwei Eck- 
punkte desselben vorstellen, während zwei andere Eckpunkte die- 
ses Vierecks, wie beispielsweise C^ und C^, zwei auf einem durch 
a^ gehenden Strahle liegende Kurvenpunkte sind, nnd hierauf ein 
Paar von Gegenseiten, etwa BC^ und ACj, beziehungsweise in c^ 
und Ca mit r zum Schnitte bringt. 

Ebenso liefern auch die beiden Strahlen BD^ und AD^ auf r 
zwei konjugierte Punkte d^ und d^, und die beiden Strahlen BE^ 
und AEg zwei konjugierte Punkte e, nnd e^ n. 3. w. 

Nachdem aber, wie wir wissen, jede Involution dem Wesen 
nach zwei ptojektivische konlokale Gruudgebilde repräsentiert, so 
werden auch die Punktreihen (Cid^ei . , .) nnd (CgdgC^ . . .) zu 
einander projektivisch sein, und wird das Gleiche von den diese 
Punktreihen projizierenden Strahlenbüschelu B(C,DjEi . . ,) und 
A(CaDaEa , . .) gelten. Man erhält somit den Satz: 

„Schneidet man eine Kurve zwdtet Ordnung durch die Strahlen 
mies Büschels (dessen Scheitel kein KurvenpunU ist) in Punkte- 
paaren, und verbindet man einen Punkt eines jeden Paares mit 
einem beliebigen festen Kurvenpunkte, und den zweiten Punkt eines 
jeden Paares mit einem zweiten heliebigen Kurvenpunkte , so erhüU 
man zwei projektieiscJte Strahlenbüsehel, deren Scheitel die beiden 
leti^tgenannten Kurvenpunkte sind." 
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Projizieren wir überdies anch noch die Punkte Cj, D^, E^ . . . 
[Pig. 112, Taf. VT] vom Kurveupunkte A aus mittels des Strahlon- 
biiscliels A(CiD^Ei , . ,). so ^^^^ dieses letztbezeiehnete Büscliei 
(Satz in § 125) mit dem Büscliei ß CCiD^E^ . . .) projektivisck sein. 
Dem eben bewiesenen Satze zufolge ist aber das Strahlenbüschel 
B (CiDiE[ . . .) auch projektivisch mit dem Büschel A (C^D^E^ . . .)■ 

Auf diese Weise erhalten wir zwei projektivische Büschel 
A(CiD^E^ . . .) und kiC^^O^^^ ■ ■ ■) ^it ^ß™ gemeinschaftlichen 
Scheitel A. 

In den besagten Büscheln entsprechen sich stets solche Strahlen 
AC^ und ACj, welche durch zwei Kurvenpunkte C^ und Cg geben, 
die auf einer durch a^ gehenden Geraden liegen. Nachdem es 
aber gleichgültig ist, welchen der beiden Schnittpunkte man mit 
Cj und welchen mit Cg bezeichnet (man kann beispielsweise F^ 
mit Cg und F^ mit Cj znsammenfallen lassen), so ist ofPenbar, dass 
jedes Paar entsprechender Strahlen vertauschbar ist, ohne 
dass das Entsprechen aufhört. 

Die beideu konlokalen Strahlenbüscbel A(C^DjEjF^ , . .) und 
k(C20^E.2^^ . . .) sind somit zu einer Involution vereinigt, 
und man erhalt stets zwei konjugierte Strahlen derselben, 
wenn man Ä mit den beiden Schnittpunkten , die ein durch a^ 
gehender Strahl mit der Kurve K bestimmt, verbindet. 

Kann durch a^ eine Tangente an die Kurve K gezogen wer- 
den, d. h. ein Strahl, dessen beide Schnittpiiukte X^ und Xg resp. 
Y^ und Yä mit der Kurve in einen und denselben Punkt zusammen- 
fallen, so sind auch die konjugierten Strahlen AX^ und AX^ resp. 
AY^ und AYjj in je einem „Doppelstrahle" der Involution ver- 
einigt. 

Nachdem aber die Involution zwei reelle oder zwei ima- 
ginäre Doppelstrahlen besitzen muss, so sind von a^ aus ent- 
weder zwei reelle oder zwei imaginäre Tangenten an die 
Kurve möglich, ein Resultat, zu welchem wir in der Folge auch 
noch auf anderem Wege gelangen werden. Die augestellten Be- 
trachtungen liefern demnach den Satz: 

„Verbindet man die Funktepaare, in welchen die Strahlen irgend 
eines Strahlenhüschels eine Kurve zweiter Ordnung schneiden, mit 
einem beliebigen Kurven]>unhte , so erhält man ein involutorisches 
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Sirahlenbüschel, dessen Doppelstrahlen durch die Berührungspunkte 
der Kurve mit den vom Scheitel des schneidenden Büschels gesogenen 
Tangenten gehen. 

8 136. 

Wendtu wir uns wieder eittem von vier Punkten A, B, C, D 
[Fig. 111, Taf . VT] einer Kui-ve K zweiter Ordauog gebildeten 
vollstiiodigeii Viereck zn, und wählen wir eine beliebige Tan- 
gente t dieser Kurve. In dem Berührungspunkte der letz- 
teren sind selbstverständlich die beiden Schnittpunkte der- 
selben mit der Kurve vereinigt. 

Den ßesargues'schen Satz auf diese Tangente angewendet, 
zeigt sich, dass das konjugierte Punktepaar, welches die Kurve 
selbst auf der Tangente hestimmt, in einem Punkte, d, i. in 
dem Berührungspunkte, vereinigt ist, also einen Doppelpunkt 
jener Involution repräsentiert, von welcher drei Paare konjugierter 
Punltte als Schnitte der Tangente t mit den drei Paaren von 
Gegenseiten des vollständigen Viereckes ftBCD erhalten werden. 

Wenn nun von eine]- Kurve zweiter Ordnung vier Punkte 
A, B, C, D [Pig. 113, Taf. VI] gegeben sind, und diese Kurve nebsi^ 
bei eine gegebene Gerade t berühren soll, so kann der Be- 
rührungspunkt nur einer von den beiden Doppelpunkten jener 
Involution sein, welche nach dem Desargues' scheu Satze das voll- 
ständige Viereck ABCD auf t bestimmt. Jeder der beiden Doppel- 
punkte bestimmt eine den gestellten Bedingungen entsprechende 
Kurve. Man bat sonach den Satz: 

„Es gibt zwei (reelle oder imaginäre) Kurven zweiter Ordnung, 
welche durch vier gegebene Punkte gehen und eine gleichfalls ge- 
gebene Gerade herührm. Die Berührungspunkte derselben mtt da 
Geraden sind die beiden Doppelpunkte jener Invdutton, welche das 
von dm vier gegebenen Punkten gebildete tollständt^e Yienck auf 
der gegebenen Geraden bestimmt" 

Die genannten Doppelpunkts, k nnfn lil£,fnleinn^';en k n 
struiert werden. 

Die Involution auf t [Pig. 113, Taf. VI] ist durch die beiden 
Paare konjugierter Punkte a^, a^ und b^, b^ bestimmt, welche die 
Gegen seitenpaare AC und 8D; resp. EC und AD des vollständigen 
Viereckes ABCD auf t ergeben. 

Zeichnen wir eine beliebige Karve K zweiter Ordnung (dies- 
falls wieder, so wie in § 132, irgend einen Kreis K) und führen 



y Google 



— 165 - 

von einem willkürlich gewählteu Punkte S der Kurve K iiaeli 
Eij, a^, bj, tag Strahlen, welche die besagte Kurve zum zweiten- 
male in «, , «a, ßi, ßg trelFen. Die Verhindungegeraden cciCc^ und 
ßjßg schneiden sich in einem Punkte S' . 

Schneidet man nnn die Kurve K mit den Strahlen des Büschels 
S' in pHnktepaaren und projiziert die letzteren von S aus, so er- 
hält man (Satz, § 135) ein involutorisches Strahlenbiische], 
in welclieni Säj und Sa^; Sß^ und Sßg zwei Paare konjugievter 
Strahlen vorstellen, während dessen Doppelstrahlen durch die 
uach den Berührungspunkten 5 und §' der von S' aus an K ge- 
zogenen Tangenten repräsentiert werden. 

Dieses involutorisehe Strahlenhüschel S(aj^aa, ßißs, . . .) 
schneidet weiter die Gerade \ in der Involution (a^ag, b^b^, . , .). 
Die g^uchten Doppelpunkte der letzteren sind mithin die 
Schnittpunkte d und d' von t mit den Doppelstrah]en SS und S5' 
des involntorischen Büscliels S. 

Jede der beiden Kurven zweiter Ordnung, welche durch 
A, B, C, D gehen und t berühren, kann nun als durch fünf Punkte 
— A, B, C, D, d resp,: A, 8, C, D, d' — gegeben betrachtet und durch 
Vervollständigung zweier projekti vischen Strahlenbüsehel (§ 127) 
konstruiert werden. 

Bemerkung. Da nach Satz 1, § 120, die beiden konjugierten 
Pnnldepaare Sj, a^ und b^, b^ diirch die Doppelpunkte d und d' 
harmonisch getrennt sind, so ist durch die ausgeführte Konstruk- 
tion auch die Lösung der Aufgabe: Ein Punktepaar d, d' zu 
konstruieren, das gleichzeitig zwei gegebene Punkte- 
paare a^, a^ und b^, bg harmonisch trennt, erledigt. 

§ 137. 

Denken wir uns in zwei beliebigen Punkteu A und B [Pig- 114, 
Taf. VI] einer Kurve K zweiter Ordnung die Tangenten T^ und Tt, 
sowie auch die Beriihmugssehne S = AB gezogen, so kann man 
die drei genannten Geraden als Seiten eines degenerierten ein- 
geschriebenen Viereckes ACBD auffassen, in welchem die 
Ecken C und D beziehungsweise mit den Ecken A und B zusammen- 
fallen, die z;wei Gegenseiten AD und CB in der Geraden S = AB 
vereinigt erscheinen, und die beiden unendlich kleinen Gegen- 
seiten AC und BD ihrer Richtung nach durch die Tangenten Ta 
und Tt, dargestellt sind. 

Wendet man auf dieses Viereck den Desargues" scheu Satz an, 
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so erhält mau auf einer Vieliebigen Geraden g drei Paare konju- 
gierter Punkte einer InTolution, und zwar das eine Paar a^, a^ 
im Schnitte von g mit der Kurve K und daa zweite Paar b^, b^ 
im Schnitte von g mit den beiden Gegenseiten Ta, T(,. Das dritte 
Paar, als Schnitt von g mit den in s zusammenfallenden 
Gegenseiten AD und BC, ist im Schnitte d von S und g ver- 
einigt, imd stellt mithin einen Doppelpunkt der Involution 
vor. Hieraus folgt der Satz: 

„Eine Kurve zweiter Ordnung und swei beliebige Tangenten 
derselben werden von irgend än&f Geraden in zwei Paaren konju- 
gierter PvnJcte einer Involution geschnitten, von welcher der eine 
Doppelpunkt sich im Schnitte der Geraden mit der Berührungs- 
sehne der beiden Tangenten ergibt." 

Wählt man statt einer heliebigeu Geraden g eine Tangeute 
t der Kurve, so sind deren Schnittpunkte c^ und Cg mit Ta und 
Tu wieder konjugierte Punkte; ferner fallen die beiden Sclmitt- 
punlrte von t mit der Kurve im Berührungspunkte d" zusammen, 
so dass letzterer einen Doppelpunkt der Involution repräsen- 
tiert; der zweite Doppelpunkt ist, wie im früheren Falle der Schnitt 
d' von i mit AB = 8, 

Da (Satz 1 in § 120) das Punktepaar Cj, Cg durch die Doppel- 
punkte d' und d" harmonisch getrennt ist, kann der Satz aufge- 
stellt werden: 

„Eine beliebige Tangente einer Kurve zweiter Ordnung wird 
von zwei anderen beliebigen Tangenten in einem Pmüitepaar ge- 
schnitten, welches durch den Berührungspunkt der ersten Tangente 
und dem Schnittpunkte der letzteren mit der den beiden anderen 
Tangenten entsprechenden Berührungssehne harmonisch getrennt ist." 

Ein anderer Speziaisatz ergibt eich sofort, wenn mau die 
schneidende Gerade h durch den Schnittpunkt S der beiden 
Tangenten Ta und T], führt. 

Die Punkte m^ und lüg, in welchen h die Kurve K trifft, sind 
zwei konjugierte Punkte der Involution, der Schnittpunkt n von 
h mit der Berühruugssehne s ist der eine Doppelpunkt, wäh- 
rend der Punkt S den zweiten Doppelpunkt vorstellt, da in dem- 
selben die Schnitte von h mit den beiden Tangenten Ta, Tb, d, i. 
zwei konjugierte Punkte zusammenfallen. Nach Satz 1 in § 120 
sind wieder die Punkte Ui^ und «Ig durch die Punkte S und ii Jiar- 
inonisch getrennt; es folgt mithin der Satz: 

„Jeder durch den Schnittpunkt irgend stveter Tangenten einer 
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Kurve zweiter Ordnung/ geführte Strahl schneidet die Kurve in 
einem Punktepaar, welches durch den genannten SchnittpunM und 
durch den SchmOtpunM des Strahles mit der dm beiden Tangenten 
entsprechenden Berührungssehne hfirmonisch getrennt ist," 



§ 138. 

Eine Kurve zweiter Ordnung ist, wie wir wissen, durch fünf 
ilirer Punkte eindeutig bestimmt. Nachdem aber sowohl die 
Bedingung, dasa eine Kurve durch einen gegebenen Punkt gehe, 
ak auch die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade irgendwo 
berühre, eine einfache Bedingung iat, kann man offenbar zwei 
von den gegebenen fünf Punkten durch Tangeuten ersetzen. 

Eine Kurve zweiter Ordnung ist somit auch durch drei ihrer 
Punlite A, ß, C [Fig. 115, Taf. VI] und zwei ihrer Tangenten 
ti und tg YoUständig bestimmt. 

Der ei-ste in § 137 angeführte Satz gibt auch bereits die 
Mittel an die Hand, eine solche Kurve konstruieren zu können. 

Verbinden wir zunächst die beiden Kurveupunkte A und B 
durch eine Gerade g, welche die beiden Tangenten t^ und tg be- 
ziehungsweise in b^ und bg schneidet. Nach dem obaugezogenen 
Satze bestimmen die beiden Punktepaare Ä, B und bi, b^ auf g eine 
Involution; die Berührungssehne der beiden Tangenten t^ 
und tg muss sodann durch einen der beiden Doppelpunkte d 
oder d' dieser Involution gehen. 

Vereinigen wir zwei andere Knrveupunkte, etwa B und C durch 
eine Gerade g^, welche t^ und t^ in Ci resp. c^ schneidet, so wer- 
den die beiden Punktepaare B, C nnd c,, c^ auf g, wieder eine 
Involution bestimmen, während die Berühmngssehne der Tangenten 
ti und tg, so wie vorher, durch einen der beiden Doppelpunkte 
d^ und d', dieser Involution gehen muss. 

Hiernach orgeben sich vier verschiedene Berührungssehnen 
dd|, d'd^, dd', und d'd',, deren jede eine den oben gestellten 
Bedingungen entsprechende Kurve zweiter Ordnung bestimmt. 
Es kann daher der Satz aufgestellt, werden: 

„Es gibt stets vier (reelle oder imaginäre) Kurven zweiter 
Ordnung, welche durch drei gegebene Punkte gehen und zwei ge- 
gebene Geraden berühren." 

"Was die Konstruktion dieser Kiu-ven betrifft, so führt fol- 
gende Methode sehr einfach zum Ziele, 
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Wir uiBsch reib eil den drei gegebenen Punliten A, B, C den 
Kreis K'. {Wiederliolt sei hier erwähnt, dass der Kreis au spä- 
terer Stelle als Ifnrve zweiter Ordnung nachgewiesen werden wird.) 
Von den Punkten b^ und bg [Fig- 115, Taf. VI], iii welchen die 
Gerade g = AB die Tangenten t, und t^ trifft, ziehen wir an den 
Kreis K' je eine Taugente t^ resp. t^ ; die zugehörige Berührungs- 
sebne a trifft sodann (Satz 1, § 137) die Gerade g in einem Doppel- 
punkte d der Involution [AB; bib^]. Wendet man statt der Tau- 
gente Tj die zweite von bj aus mögliche Kreistangente i:\ an, so 
wird in gleicher Weise die Berühnmgssehne s' von t', and Tg auf 
g den anderen Doppelpunkt d' ergeben. 

In gleicher Weise bestimmt man mit Hilfe des Kreises K' 
die beiden Doppelpunkte dj und d', der Involution [BC, CjCjj] 
auf g,. 

Wie vorhergehend gezeigt wurde, sind die vier Geraden dd[, 
d' d^, dd\, d' d'^ die Berübrungssehuen der vier möglichen Kurven. 

Wählen wir beispielsweise die Berührungssehne ddj, so be- 
stimmt selbe auf tj und f^ die Bei-uhrungspunkte Pj und P^ der 
eiuen Kurve, welch letztere nun aus den fünf Punkten 
A, B, C, P^, Pa mittels zweier projektivischen Büschel kon- 
struiert werden kann. 

§ 139. 

Das geometrische Erzeugnis zweier projektiviselicn 

Punkti-eilieii. 

Wenden wir uns nun Betrachtungen zu, welche jenen in § 1 23 
angestellten und den darauf folgenden dual gegenüberstehen. 

Seien r,(aibiC, ) und rg(agbgCg ) [Fig. 116, Taf. VI] 

irgend zwei projektivisehe Punktreihen. Da diese Reihen nicht 
spesiell als perspektivisch vorausgesetzt sind, so werden die Ver- 
biuduugsgeraden a^a^, b^b^, C^Cg .... ihrer entsprechenden Punkte 
nicht notwendig durch einen festen Punkt gehen. Diese Verbiii- 
dungageraden folgen aber stetig aufeinander, da eine stetige Auf- 
einanderfolge der Paukte der beiden gegebenen Reihen statthat. 
Man kann demnach diese Verbindnngsgeraden stets als Tangen- 
ten einer gewissen Kurve K betrachten. 

Die letztbezeichnete Kurve pflegt mau die „Einhüllende" der 
Geraden a^a^, bjb^ .... oder im vorliegenden Falle das „Er- 
zeugnis" der beiden projektivischon Reihen r^(ajbjCj . . , .) 
viud rg(aäbgC2 , . . .) zu i 
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Die wesentlichen Eigenschaften dieser Kurve K können 
nun anstandslos aus den Eigenschaften projektivischer Ge- 
bilde abgeleitet werden. 

Nehmen wir vor allem einen beliebigen Punkt S au, und 
projizieren wir von demselben die gegebenen Ueihen durch die 
beiden konlokalen Strahlenbüschel S(aibiCi . . .) und S(aab2Ca . . .). 
so werden diese letzteren entweder zwei reelle oder zwei ima- 
ginäre Doppelstrablen S^ und Si] besitzen. 

Die Bedeutung dieser Doppelstrablen für die Kurve K ist leicht 
erkennbar. Da nämlich der Doppelstrahl S^ zwei entsprechende 
Strahlen der beiden Büschel S{a^biCi . . .) und S{agb2Cg . . .) ver- 
einigt, so vrird er gleichzeitig zwei einander entsprechende Punkte 
Xj und Xa der beiden Beiben ri(aibiCi . . .) und P3(agbgCä . . .) 
projizieren, und daher eine Tangeute der Kurve K repräsentieren. 
Das Gleiche gilt von dem zweiten Doppelstrahle Sv]. 

Hieraiia ist zu ersehen, dass von jedem Punkte S an die 
Kurve K zwei reelle oder imaginäre Tangenten gezogen wer- 
den können, und dass dies stets die Doppelstrahlen jeuer kou- 
lokalen Büschel sind, welche von dem genannten Paukte aus die 
erzeugenden projektivisehen Reihen projizieren. 

Da man nun allgemein unter einer „Kurve n-ter Klasse" 
eine solche versteht, an welche von jedem Punkte aus n Tan- 
genten gezogen werden können, so folgt der Satz: 

„Das Erzeugnis zweier projektivisehen Punktreihen ist eine 
Kurve stveiter Klasse." 

§ 140. 

Dem Schuittpimkte der beiden Träger rj und P2, als Element 
e^ der Üeihe r^(a[b^c^ . . .} betrachtet, entspricht in der anderen 
Reihe r2(s.^b2C2 ■ . ■) ein gewisses Element e^. Hieraus folgt un- 
mittelbar, dass der Träger r^i ^^ ^'^ ™i^ ^^^ Verbindungsge- 
raden der zwei entsprechenden Punkte e, und e^ zusammenfällt, 
selbst eine Tangente der Kurve K sei. Das Gleiche gilt selbstver- 
ständlich auch von dem Träger Pj; denn derselbe ist gleichzeitig 
die Verbindungsgerade des im Schnitte beider Träger liegenden 
Punktes f 2 der Reihe r^ (a^ b^ c<j . . . .) mit dem demselben ent- 
sprechenden Punkte fj der Reihe rj{ajbjCi ....). 

Überdies lasst sich auch leicht nachweisen, dass die genannten 
zwei Punkte e^ und fj die Berührungspunkte der Träger r^ 
und r, mit der Kurve K sind. 
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Es ist nämlich bekannt, dass, wenn eine bewegliche Tangente 
irgend einer Kurye sich einer beliebigen festen Tangente dieser 
Kurve ohne Unterlass bis zum Zusammenfallen nähert, auch der 
Schnittpunkt der beweglichen Tangenten mit der festen Tangeute 
sich unausgesetzt dem Berührungspunkte der letzteren nähert und 
endlich mit demselben zusammenfällt. 

Dies ist auch hier der Fall. Betrachten wir die Tangente fg 
als fest und die Tangente a^a^ als beweglich, so mrd sich, 
sobald wir durch Lagenäuderung die letztere der festen Tangente 
Tg immer uäher uud näher bringen, ihr Schnittpunkt a^ mit r^ 
beständig dem Punkte e^, und ihr Schnittpunkt a^ mit p^ bestän- 
dig dem Schnitte e^ von r, und r^ nahem, ohne dass a^ und a^ 
in den verschiedenen Lagen aufhören würden entsprechende Punkte 
von Pj und r^ zu sein. 

Fällt endlich die bewegliche Tangente mit p^ zusammen, so 
gelangt a^ naeh e^ und a^ nach Og. In gleicher Weise kann ge- 
zeigt werden, dass f^ der Berührungspunkt der Kurve K mil; dem 
Träger p^ sei. Es gilt mithin der Satz: 

„Die Träger der beiden eine Kurve zweUer Klasse ^sengenden 
frojektimschen Punktreihm sind selbst ebenfalls Tangenten der Kurve, 
und ihre BerührwngspwrMe sind jene, welche den im SckmüpunJde 
beider Träger vereinigten Punkten entsprechen." 

§ 141. 

Obwohl zwei von den Taugenten einer Kurve zweiter 
Klasse gleichzeitig die Träger der erzeugenden Punktreihen 
sind, so unterscheiden sie sich doch nicht durch besondere Eigen- 
schaften von den übrigen Tangenten, wie im Verlaufe der nach- 
stehenden Betrachtungen klar werden wird. 

Seien wieder p^ und P^ [Eig. 117, Ta£. VI] die Träger zweier 
projektiviscbeu, eine Kurve K zweiter Klasse erzeugenden Pnnkt- 
reihen, and aj, a^; m^, m^ und tij, n^ drei beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte dieser Reihen, so dass aja^, m^nig und n^n^ 
als drei ganz beliebige Tangenten der Kurve K zu betrach- 
ten sind. Nebstbei ist die Projektivilsit der beiden Reihen durch 
die drei genannten Punktepaare festgestellt. Durch Vervollstän- 
digung der Reihen können somit beliebig viele anderweitige Kur- 
ventangenten konstruiert werden. Hierbei wollen wir folgender- 
raassen verfahren. 
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Die TaDgente n^a^ wird von den Tangenten rijOg iind iHjüi^ 
beziehungsweise in den Punkten Sj und S^j getroffen. Projizieren 
wir von S^ und Sg die beiden projektivischen Beihen Tj (a^mitl^ , . .) 
und r2{a2m2ng ...) durch die beiden projektivischen Strahlen- 
büaehel S,(aimjnj . . .) und S3{agm2ns , . .), so werden diese, da die 
entsprechenden Strahlen S^a^ und 8^% in der Geraden 8^52 = 3,8^ 
vereinigt sind, überdies perspektivisch sein. 

Die beiden einander entsprechenden Strahlen Sjtn^ und S^nig 
sehneiden sich in dem mit m^ zusammenfallenden Punkte Itl des 
perspektivischen Durchschnittes r. Ein zweiter Punkt des 
letzteren ist der mit n^ zusammenfallende Schnittpunkt n der eiu- 
audec entsprechenden Strahlen Sjti^ und S^n^. 

Die Projektivität der beiden Reihen r^ und r^ ist demnach 
vermittels der Projektionskette riS^iPS^r^ konstruktiv hergestellt. 

Nimmt man auf r einen beliebigen Punkt b an und proji- 
ziert denselben von Sj aus nach b, auf p^ und von Sj aus nach 
bg auf Pji so werden b, und b^ zwei entsprechende Punkte von 
r^ und Pg, und b^bj daher eine Tangente von K sein. 

Wäre umgekehrt die Tangente b^bg von vornherein gegeben, 
so könnte man mit Hilfe der eben gefundenen geometrischen Be- 
ziehung die Tangente a^a^ oder SjSg folgend ermasseu konstruieren. 

Man würde auf r = Uli n^ einen beliebigen Punkt b anneh- 
men, denselben von bj aus nach S^ auf Tlin^ und von b^ aus 
nach Sg auf m^nig projizieren, um sodann in der Verbiu dungsge- 
raden S,Sg eine Tangente der Kurve K zu erhalten. 

Ein anderer beliebiger Punkt b' von r liefert, wenn man den- 
selben von b^ und bg aus beziehungsweise auf n-iHg und nij^m^ 
nach S'^ resp. S'^ projiziert, wieder zwei Punkte, welche verbunden 
eine Kurventangente S,Sg bestimmen. 

Setzt man diese Konstruktion nach Belieben fort, so findet 
mau, dass sich auf n^n^ und tnitlig zwei zur Eeihe r (b b' b" , . .) 
perspektivische, mithin zu einander projektivische Reihen 
(S,S'jS" . . . .) und (SjSjS" , . . .) ergeben, und dass die Tangen- 
ten der Kurve K gleichzeitig die Verbiudungsgeraden ent- 
sprechender Punkte dieser beiden Reihen sind. 

Nachdem aber m^niu und n^n^ selbst zwei ganz beliebige 
Tangenten von K darstellen, so folgt der Satz: 

„Die Funhtreihm, welche sich tm Schnitte ziveier beliebigen 
Tangenten einer Kurve zweiter Klasse mit allen übrigen Tangente» 
dieser Kurve ergebest, sind stets projeldivisch." 



y Google 



§ 1^2. 

Nachdem hiennit bewiesen ist, dass sieh die Träger der 
erzeugenden PuiiktreiheD von den übrigen Tangenten der 
Kurve durehaus nicht nnterselieiden, so ist die geometrische 
Beziehung, welche sich im vorhergehenden Piiragrapbe awiacheu 
den sechs Geraden r^, r^, ajH^, b^bj, mim^ imd n,ng ergeben hat, 
als eine Beziehung zwischen sechs Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse überhaupt anzusehen. 

Die besagte Beziehung besteht, wie wir gesehen haben, darin, 
dass die sich ergehenden Schnittpunkte m,, b, und n^ in einer 
und derselben Geraden liegen. Dieser Beziehung tann nun 
leicht eine in Worten ausdrüekbare Form gegeben werden. 

Aus den sechs Tangenten Tj, r^, ajag, b^bg, aij^m^, n^ng lassen 
sich bei beliebiger Reihenfolge verschiedene Sechsecke bilden. 
Wählen wir beispielsweise dasjenige Sechseck, in welchem die 
Seiten die Reihenfolge p^, bjba, r^, nitlg, aja,;, miiiia besitzen. 
Die aufeinander folgenden Eckpunkte dieses Sechseckes sind 
daher b^, b^, rig, S^, S^, m^. 

Bezeichnet man die Verbindungsgeraden des ersten und vier- 
ten, des zweiten und fünften, des dritten und sechsten Eckpunktes 
eines Sechseckes als die „Hauptdiagonalen" des letzteren, so 
findet man im vorliegenden Falle, dass die Geraden Sibj, S^bj 
und m^iig die Hauptdiagonalen sind, und weiter, dass sie sich in 
einem und demselben Punkte b schneiden. Es gilt demnach 
der von Brianchon herrührende Satz: 

„Die Hauptdiagonalen eines einer Kurve zweier Klasse um- 
geschriebenen Sechseckes schneiden sich in einem und demselben 



§ lö. 

Die Gleichwertigkeit der Träger der eine Kurve 
zweiter Klasse erzeugenden Punktreihen mit den übri- 
gen Tangenten der Kurve führt zu verschiedeneu Bestimmungs- 
arten der Kurve durch Elemente. 

Vor allem ist einleuchtend, daas eine Kurve zweiter Klasse 
durch fünf Tangenten vollständig gegeben ist, indem man zwei 
derselben als Träger zweier projekti vischen, die Kurve erzeugenden 
Punktreihen wählt, wobei gleichzeitig drei entsprechende Punlite- 
paare der letzteren im Schnitte mit den drei übrigen Tangenten 
erhalten werden. 
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Ferner genügen zur Bcstiiniiiung einer solchen Kurve vier 
Tangenten t^, t^, ig, t^ und der Berührungspunkt einer 
derselben, beispielsweise etwa Bj auf t^, 

Wählt man diesfalls t^ und i^ als Träger der erzeugenden 
Reihen, so entspricht (Satz in § 140) dem Berührungspunkte Bj 
als Element der Reihe tj der Trägerschnittpnntt (tj, tj) als Ele- 
ment der Reihe tg. Zwei weitere Paare entsprechender Punkte 
erhält man im Schnitte der Träger t^ und t^ mit den heiden 
noch übrigen Tangenten tg und t^. 

Endlich genügen zur Bestimmung einer Kurve zweiter Klasse 
auch drei Tangenten, tj, t^ und ig und die Berührungs- 
punkte von zwei derselben, etwa a^ auf l^ und b^ auf t^. 

In diesem Falle wird man t^ und t^ als Träger der erzeu- 
genden Punktreihen annehmen. Dem Punkte a^ als Element von 
tj entspricht auf tj der Trägersclmittpuukt; und dem Punkte b^ 
als Element von tg entspricht umgekehrt auf tj der Tragersehuitt- 
punkt. (Satz in § 140.) Ein drittes Paar entsprecliender Punkte 
ergibt sich im Schnitte der Träger mit der Tangente ij. 

In allen drei Fällen erhält man die erzeugenden projekti- 
visehen Reihen durch drei Paare entsprechender Punkte bestimmt, 
so dass dieselben (nach § 113) anstandslos vervollständigt, und be- 
liebig viele Tangenten der Kurve konstruiert werden können. Es 
besteht sonach der Satz: 

„Eine Kurve zweiter Klasse ist vollständig bestimmt: 

a) durch fünf ihrer Tangenten; 

b) durch vier ihrer Tangenten und den BerührungspunM 
der einen; 

c) durch drei ihre}- Tangenten und die Berührungspunkte 
zweier derselben." 

§ 144. 
Der Briiiiiclioii'sclie Salz in seiner Anwendung auf degene- 
rierte nmscliriebene Secliseeke einer Kurve zweiter Klasse. 

Naclidem der Bm«cÄoM'ache Satz (§ 142) auf rein projek- 
tivischen Beziehungen beruht, so ist derselbe von der Grösse 
der in einem einer Kurve zweiter Klasse umschriebenen Sechs- 
ecke vorkommenden Eckenwinkel ganz und gar unabhängig, 
uud wird somit auch für den Grenzfalt, dass einer oder mehrere 
dieser Winkel „gerade" sind, gelten. 
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Denken wir uns beispielsweise fünf Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse, welche in irgend welcher Reihenfolge das der Kurve 
nmsehriebene Fünfeck ABCDE [Fig. 118, Taf. YII] bilden, und sei 
F der Berührungspunkt der einen Seite, allenfalls von AE. 

Dem eben Gesagten zufolge kann man das Fünfeck mit 
Einschluss des Berührungspunktes F als ein der Kurve umschrie- 
benes, ,, degeneriertes" Sechseck ABCDEF auffassen, indem 
man die beiden im Berührungspunkte F zusammentreffenden Stücke 
FA und FE der Tangente AE als zwei einen ,, geraden" Winkel 
bildende Polygonseiten, und den Berührungspunkt F selbst als den 
zugehörigen Eckptmkt betrachtet. Die drei Hauptdiagonalen AD, 
BE und CF müssen sich selbstverständlich (nach dem Brianchon'- 
sehen Satze) in einem und demselben Punkte schneiden. 

Hieraus folgt unmittelbar eine einfache Konstruktion dos Be- 
rührungspunktes einer durch fünf Tangenten gegebenea 
Kurve zweiter Klasse mit einer dieser Tangenten. 



§ U5. 

Eine ungleich wichtigere Beziehung ergibt sieh, wenn man 
ans vier Tangenten einer Kurve zweiter Klasse durch Hinzu- 
fügung zweier Berührungspunkte ein einer Kurve zweitei- 
Klasse umschriebenes degeneriertes Sechseck bildet. 

Seien ta, U, tc, td [Fig. 119, Taf. VII] irgend vier Tangen- 
ten einer Kurve K zweiter Klasse und A, B, C, D deren Berüh- 
rungspunkte. 

Die Taugentenpaave (ta, tb); {U, U); (.U, U); {h, tc); (tb, td) 
und (ta, tc) schneiden sich in den sechs Punkten m, n, o, p, q, r. 

Aus den vier Tangenten können im Sinne der elementaren 
Geometrie drei verschiedene Vierecke gebildet werden und zwar: 

a) Das konvexe Viereck monp, dessen Diagonalen mn und 
Op sind; 

b) das überschlagene Viereck orpc|, dessen Diagonalen op und 
qr sind; 

c) das Viereck mqnr, welches bei m einen einspringenden 
Winkel besitzt, und dessen Diagonalen mn und qr sind. 

Wir wollen nun jedem dieser Vierecke einzeln unsere Äuf- 
merlreamkeit zuwenden. 

Fügen wir dem Viereck monp die Berührungspunkte zweier 
seiner Gegenseiten, etwa A und C zu, so erhalten wir ein dege- 
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neriortes Sectseck mAonCp, iu welchem die Eetenwinkel bei A und 
C sogenannte „gerade" Winkel sind. 

Die Hauptdiügonalen mn, op und AC dieses degenerierten 
Sechseckes müssen sich nach dem Brianchon'schen Satze in 
einem und demselben Punkte X sehneiden. 

Ebenso hätte man gefunden, dass die Verbindungsgerade der 
Berührungspunkte B nai D der beiden anderen Gegenseiten durch 
X geht. 

Gleichzeitig finden wir, dass sich die Diagonalen mn und op 
des Viereckes monp in dem nämlichen Punkte X schneiden, wie 
die Verbindungsgeradeu der Berührungspunkte beider Paare von 
Gegenseiten des oberwähnten Viereckes, 

Betrachten wir das übersclilageue Viereck orpq, und ver- 
voHständigen dasselbe zu einem degenerierten Seehseek oArpBq 
(durch Ilinzufügung der Berührungspunkte A und B zweier Gegen- 
seiten), so werden sich die drei Hauptdiagonalen op, qr und AB 
in einem und demselben Punkte Y schneiden. 

Würde man statt A und B die Berührungspunkte C und D 
der beiden anderen Gegenseiten wählen, so hätte man das de- 
generierte Seehseek orCpqD, dessen Hauptdiagonalen op, qp und 
CD wieder in Y zum Schnitte gelangen. In dem Vierecke orpq 
sind aber die Geraden Op und qp die Diagonalen, und wir sehen 
auch hier, dasa sie sich gleichfalls in dem nämlichen Punkte, wie 
die Verbindungsgeraden der Berührungspunkte beider Gegenseiten- 
paare, treffen. 

Ein gleiches Resultat erhalten wir endlich auch bezügheh des 
dritten Viereckes mqnp. Wir erhalten auch diesfalls zwei de- 
generierte Sechsecke mqDnpÄ und mSqnCp, je nachdem wir die 
Berührungspunkte A, D des einen, oder die Berührungspunkte B, C 
des anderen Gegenseit«npaares hinzufügen. Im ersten Falle er- 
hält man die drei Hauptdiagonalen mn, qr, AD, die sich in einem 
Punkte 2 schneiden, und im zweiten Falle die drei Hauptdiago- 
nalen mn, qr, BC, deren Schnitt ebenfalls in Z erfolgt. Es gilt 
sonach der Satz: 

„Bildet man aus irgend vier Tangenten einer Kurve zweiter 
Klasse in beliebiger Beihmfolge ein Viereck, so schneide» sich die 
Diagonalen desselben und die Yerhindungsgeraden der Berührungs- 
punkte beider Gegenseitmpaare des Viereckes in einem und demselben 
Punkte." 

Eine andere Form lässt sich diesem Ssitze geben, sobald mau 
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die vier Tangeutea ta, tb, tc, U [Fig. 119, Taf. VII] als Sei- 
ten eines YoUständigeii Yierseites, und ihre vier Becüh- 
rungspunkte A, B, C, D als die Eckpunkte eines vollstän- 
digen Viereckes betrachtet. In diesem Falle sind nämüch DI 
nnd n, und p, q und r die Uegeneckpunkte des vollatäudigen 
Vierseites; die drei Diagonalen mn, op und qr bestimmen das 
Diagoualdreieck XYZ. 

Im vollständigen Viereck (ABCD) siud AB und CD; AC nud 
BD; AD und ßC die Gegenseitenpuare; dieselben bestimmen 
ebenfalls das Diagonal drei eck XYZ. Es besteht demnach der Satz: 

„ Das von vier beliebigen Tangenten einer Kurve zimtm' Klasse 
gebildete vollständige Vierseit, und das durah die vier Berührungs- 
punkte dieser Tangenten bestimmte vollständige Viereck besitzen mn 
gemdnschaftUches Diagonaldreieck." 

Zur Orientierung über die Anordnung dev einzelnen Teile der 
Figur dient noch der folgende mit dem vorstehenden Satze im 
wesentlichen übereinstimmende Satz: 

„Die Verbindungsgerade der Berührungspunkte irgend ztceier 
von vier Tangenten an eine Kurve zweiter Klasse geht stets durch 
einen Eckpunkt des TMagonaldreieclces des von dm vier Tangenten 
bestimmten vollständigen Vierseites, und zwar durch Jenen Diagonal- 
eckpunkt, dessen gegenüberliegende Diagonalseite die Verbindimgs- 
gerade der auf den beiden Tangenton 
des Vierseites repräsentiert." 



% 1415. 

Ist abc [Fig. 120, Taf. VII] ein von drei Tangenten einer 
Kurve K zweiter Klasse gebildetes Dreieck, und sind A, B, C 
die Berührungspunkte der Seiten bc, ca und ab, so kann mau 
das Grebilde als ein degeneriertes umschriebenes Sechseck 
aCbAcB auffassen, in welchem die drei Ecken winkel bei A, B und 
C „gerade" sind. 

Nach dem ßria«cAow 'sehen Satze achneiden sich auch hier 
die drei Hauptdiagonalen aA, bB und cC in einem und dem- 
selben Punkte 0; es gilt folglich der Satz: 

„Die Verbindungsgeraden der Eckpunkte eines einer Kurve 
zweiter Klasse umschriebenen Dreieckes mit den Bm-ühningspunMen 
der gegenüberliegenden Dräecksäten schneiden sich in einem und 
demselben Punkte." 
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§ 1«. 

Im Verlaufe der angestellten Betrachtungen gelangten wir 
zu dem merkwürdigen Resultate, dass es gewisse Eigeu Schäften 
(siehe Sätze in § 129 und § 145) gäbe, welche in genau gleicher 
Form sowohl für eine Kurve aweiter Ordnung, als auch für 
eine Kurve zweiter Klasse gelten. 

Diese Übereinstimmung lässt vermuten, dass die beiden Kur- 
Yenarten überhaupt voneinander nicht verschieden seien. Daes 
besagte Vermutung ihre thatsächliche Berechtigung habe, lässt 
sieh auf Grund der angeführten Sätze auch ohne Schwierigkeit 
beweisen. Zuvor möge jedoch noch eine Hilfseigenschaft ab- 
geleitet werden. 

Sei abc [Fig. 121, Taf. VII] ein beliebiges Dreieck. Ver- 
binden wir dessen Ecken mit einem willkürlich gewählten Punkte 
S, und bringen die Verbindungsgeraden aS, bS und cS mit den 
Seiten bc, ca und ab beziehungsweise in A, B und C zum Schnitte, 
so können (Satz in § 146) die benannten Dreieckseiten als Tan- 
genten einer Kurve zweiter Klasse und die Punlite A, B, C 
als deren Berührungspunkte betrachtet werden. 

Nun haben wir aber zwei Dreiecke abc und ABC, deren Eck- 
punkte auf drei durch einen und denselben Punkt S gehen- 
den Strahlen liegen. Es müssen sich daher die Dreieckseifcen 
ab und AB; bc und BC; ca und CA (nach dem ersten Fundamen- 
talsatze, § 91) in drei Punkten y, a und ß einer und dersel- 
ben Geraden 8 schneiden. 

Mit Rücksichtnahme auf vorausgeschickte Erörterungen (Satz 
in § 130) können aber die Dreieckseiten ab, bc, ca auch als Tan- 
genten einer Kurve zweiter Ordnung, und C, A, B als deren 
bezügliche Berührungspunkte angesehen werden. 

Hiernach werden also stets drei Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse und die drei Berührungspunkte derselben auch 
als drei Tangenten mit den betreffenden Berührungspunkten für 
eine Kurve zweiter Ordnung betrachtet werden können. 

Denken wir uns nun auf irgend eine Art eine Kurve K 
[Pig. 122, Taf. VII] der zweiten Klasse konstruiert, und seien 
ta, tb, tc drei beliebige Tangenten sowie A, B und C die 
bezuglichen Berührungspunkte derselben. 

Wie soeben gezeigt wurde, können ta, tb, tc aacli als Tan- 
genten einer Kurve zweiter Ordnung, und A, B, C als die ent- 
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sprecheBäen Berübnmgsptmkte derselben betrachtet werden. Diese 
Kurve, welche wir zam TJnterscbiede von der früheren mit K' be- 
zeichnen wollen, könnte (nach den in § 127 aufgestellten Satz, 
alinea c) anstandslos projektivisch entwickelt resp, konstruiert 
werden; hier jedoch werde folgende Konstruktion durchgeführt. 

Wir verbinden zunächst B mit C durch eine Gerade BC, und 
bezeichnen den Schnitt von t» und t|, mit S,; den Schnitt von 
ta und to mit Sg. Ein beliebiger Punkt X von BC mit Sj und 
Sg verbunden ergibt zwei Geraden, welche to und tb beziehungs- 
weise in x^ und X^ schneiden. Weiter verbinden wir Xj und X^ 
durch die Gerade tx und bringen diese mit der Geraden Ax im 
Punkte X zum Schnitte. 

Offenbar ist nnn tx (Satz 1, in § 145) eine Tangente der 
Kurve K zweiter Klasse und X der zugehörige Berührungspunkt. 
Nach dem ersten Satze in § 129 ist aber tx auch eine Tangente 
der Kurve K' zweiter Ordnung und X der entsprechende Be- 
rührungspunkt derselben. 

Derartige Tangenten nebst ihren zugehörigen Berührungs- 
punkten für beide Kurven K und K' können aber, wenn jnan dem 
PunJde X nach und nach alle möglichen Lagen x' , x" , . . auf der 
Geraden BC gibt, in gleicher Weise wie tx nnd X unendlich 
viele konstruiert werden; woraus folgt, dass die Kurve K' Punkt 
für Punkt und Tangente für Taugente mit der Kurve K zusammen- 
fällt. Es gilt sonach der Satz: 

„Jede Kurve sweiter Klasse ist gleichzeitig eine Kurve zweiter 
Ordnung und umgekehrt." 

Da man allgemein eine Kurve, welche gleichzeitig von der 
n-ten Ordnung und der n-ten Klasse ist, als Kurve „n-ten 
Grades" bezeichnet, so werden wir von nun an auch die Er- 
zeugnisse projektivischer Punktreihen und projektivischer Strah- 
lenbüschel „Kurven zweiten Grades" nennen. 

Die vorhergehenden Betrachtungen liefern noch eine weitere 
bemerkenswerte Eigenschaft der Kurven zweiten Grades. 

Denlrt man sich nämlich in der That einige der vorerwähn- 
ten Tangenten t,, t!,, t» . . . [Fig. 122, Taf. VTIj der Kurve K 
durch Annahme verschiedener Punkte X, x' , x" . . . auf BC be- 
stimmt, so findet man ohne weiteres, dass einerseits die Punkt- 
reihe Xj , x'j , X " . . . , welche diese Tdiigenten auf der festen Tan- 
gente tc bestimmen, mit dei Eoihe x, x' , x" . , . auf BC per- 
spektvisch sei (S^ das zugehörige Projelctionseentrum). 
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Weiter ist aber auch das Strahl enbüsebel A (X X' X" . . .), wel- 
ches aus dem Kurvenpunkte A die Beruh rungspunbte X, X' , X", . . . 
der Tangenten t,, t'x, t" . - . projiziert, mit der Reihe X, x' , x" . . . 
perspektivisch, mitbin mit der Reihe X^, x'^, x" . . . auf tc 
projektivisch. Berücksichtigt man scbliesslich, dass A ein be- 
liebiger Punkt und ta eine beliebige Tangente der Kurve K ist, 
so erhält man den Satz: 

„Die PunJäreihe, welche eine veränderliche Tangente ein^ 
Kurve zweiten Grades auf einer festen Tangente der besagten 
Kurve bestimmt, und das Strahlenhüschel, welches den Berührungs- 
punkt der veränderlichen Tangeide von einem heliehigen Kurven- 
punhte aus projiziert, sind stets projektimsch." 

§148. 

Seien tj, ig, i^ und t^ [Fig. 123, Taf. VII] vier beliebige 
Tangenten einer Kurve K zweiten Grades. 

Von einem beliebigen Punkte S seien die Strahlen Sa,^, Sß^, 
Sßa, Sctg nach den Eckpunkten a^, b^, a^, ba des von den vier 
Tangenten gebildeten Viereckes, sowie auch die Tangenten t^ 
und ^2 an die Kurve gezogen. Die beiden Tangenten tj nnd t^ 
werden von den vier Tangenten tg, t^, T[ und t^ in awei pro- 
jektivischen Würfen: 

(ajbiCidi) und (agbjjCädj.) 
{Satz in § 141) geschnitten; es sind mithin anch die diese Würfe 
von S aus projizierenden Strahlenwürfe: 

S(a^biC,d,) = S{ajß^TiTa) und SCa^bgC^d^) = S(ßi(a^TiTa) 
zu einander projektivisch. Gleichzeitig ist aber auch der Strah- 
lenwurf S{ß^a2i:iT2) mit dem Strahlenwurfe S(a2ß2'^2'"^i) pi^ojek- 
tivisch (Satz iu § 117), woraus folgt, dass: 

S(aißiT^Ta) IC SCo^ßaT^Ti). 

Betrachtet man also die drei Strahlenpaare ttj, a^; ßi, % 
and T^, Tg als Bestimmungsstrahlen zweier projektiviseheu 
konlokalen Strahlenbüschel, so sind die beiden einander ent- 
sprechenden Strahlen Ti und Tg auch nach ihrer Vertan- 
schung entsprechend; die beiden Büschel sind daher (nach 
§ 119) zu einer Involntion vereinigt. 

Beachtet man weiter, daas die einander entsprechenden Strahlen 
a^ und %; ßj nnd ß^ nach den Gegeueckenpaaren a^, b^; bj, a^ 
des von den vier Tangenten ti, tg, t^, t^ gebildeten vollständigen 
Vierseites geben, so ergibt sich unter gleichzeitiger Berücksieb- 
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tigung des zweiten Satzes in § 122 der nachstehende, dem Desar- 
^ms'scheu Satze (§ 133) dual gegenüberstellende Satz: 

„Das von einem beliebigen Punkte an eine Kurve zweiten Gra- 
des gesogene Tangentenpaar und die drei Paare von Strahlen, welche 
von demselben PunUe aus nach den drei Gegeneckenpaaren eines 
durch irgend vier TangeMen der Kurve gebildeten vollständigen 
Vierseits gehen, sind vier Paare konjugierter Strahlen einer In- 
volution." 

§ 149. 

Gehört der im Vorhergehenden mit S [Kg. 123, Taf. VII] 
bezeichnete Punkt speziell der Kurve K zweiten Grades an, 
so fallen die von ihm aus an die Kurve gezogenen Tangenten in 
eine nnd dieselbe Gerade, d. i. in die ihm als Berührungs- 
punkt entsprechende Kurven tan gente ts, zusammen. 

Bilden sodann irgend vier weitere Tangenten der Kurve K 
ein vollständiges Vierseit, so sind nach dem vorstehenden 
Satze die drei Strahieupaare, welche von S nach den drei 
Gegeneckenpaaren gezogen werden, drei Paare konjugierter 
Strahlen einer luTolution, und die Tangeute ts ist der eine 
Doppelstrahl der letzteren. 

Sind demnach von einer Kurve zweiten Grades irgend vier 
Tangenten t^, t^, tg, t^ und ein ihr angehörender Punkt S be- 
kannt, so kann die Tangente der Kurve im letztbezeiehneten 
Punkte leicht bestimmt werden. Dieselbe wird dem eben Gesag- 
ten zufolge durch den einen oder den anderen Doppelstrahl 
jenes iuvolutorischen Buscheis S dargestellt erscheinen, von dem 
man konjugierte Strahlenpaare als solche erhält, welche von S nach 
den Gegeneckenpaaren des vollständigen Vierseitös (iitaiat^) gehen. 

Die beiden Doppelstrahlen können, wie vorher in § 136 be- 
sprochen, leicht konstruiert werden. Jeder derselben bestimmt mit 
den vier übrigen Tangenten (Satz in § 143, alinea a) eine den 
gestellten Bedingungen entsprechende Kurve zweiten Grades. Es 
besteht hiermit der Satz: 

„Durch vier Tangenten und einen Pwnkt sind stets zwei (reelle 
oder imaginäre) Kurven zweiten Grades bestimmt; die Tangenten 
derselben in dem gegebenen Punkte sind die Doppelstrahlen jener 
Involution, welche die von diesem Punkte nach den Gegeneck^tpaaren 
des von den vier gegebenen Tangenten gebildeten vollständigen Vier- 
1 Strahlenpaare bestimmen." 
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§ 150. 

Nachdem der iü § 148 angeführte Sata keine ! 
Bedingungen bezüglich des von den vier Tangenten 
Vierseites stellt, so wird er auch für den Fall jenes degenerierten 
Vierseites gelten, in welchem die vier Tangenten durch zwei 
Tangenten nnd deren Berührungspunkte ersetzt sind. 

Sind AC und BC [Fig.. 124, Taf. VII] zwei, eine Kurve K 
zweiten Grades beziehungsweise in A und B berührende und sich 
in C sehneidende Tangenten, und zählen wir C doppelt, also als 
C und D, so ist das Gebilde CADB — als Grenzfall eines Vier- 
eckes mit einspringendem Winkel,. ^- ein degeneriertes nm- 
schriebenes Viereck. Iq diesem Falle sind A imdB zwei Gegen- 
ecken, während C und D zwei zusammenfallende Gegenecken 
repräsentieren. 

Zieht man von einem beliebigen Punkte S aus die Tangenten 
% und -iTjj an die Kurve, ferner von dem nämlichen Punkte S die 
Strahlen n nnd a^ nach A und B, so bestimmen dieselben als kon- 
jugierte Strahlen eine Involution, in welcher auch die nach 
C und D gezogenen Strahlen ög und ög (Satz in § 148) konjugiert 
sind. Da die letzteren Strahlen überdies zusammenfallen, werden 
dieselben einen Doppelstrahl dar Involution vorstellen. Mit- 
hin besteht der Satz: 

„Der von einem beliebigen Punkte nach dem Schnittpunkte irgend 
zweier Tangenten einer Kurve zimten Grades gesogene Strahl ist 
stets der eine Doppelstrahl jener Involution, welche durch die bei- 
den von dem genannten Punkte nach den Berührungspunkten Jener 
Tangmt&n gezogenen Strahlen, tmd durch die von diesem Punkte 
ausgehenden Kurventangenten, als zwei Paare konjugierter Strahlen, 
bestimmt ist." 

Ist überdies der Punkt S nicht allgemein gegeben, sondern 
ist derselbe ein Punkt S' der Kurve K selbst, so sind auch die 
von ihm ausgehenden Kurventangenten in einer und derselben 
Tangente t vereinigt. 

Es sind sodann S' A und S' B zwei konjugierte Strahlen jener 
Involution, deren Doppelstrahlen durch t und S'C=^(ö'j, Sj) 
dargestellt sind. Berücksichtigt man weiter, dass (nach Satz in 
§ 120) die Strahlen S'Ä = ö' und S' B = s'^ durch die Strahlen 
l und S' C harmonisch getrennt sind, so folgt der Satz : 
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„ Die Strahlen, welche mn einem helieU^en Punkte einer Ktirve 
zürnten, Grades nach zwei andren Kurvenpunkten gezogen werden, 
sind durch die Tangente des erstgenannten KurvenpunMes, und durch 
den vom letzteren nach dem Schnittpunkte der Tangenten der beiden 
anderen Kurvenpunkte gehenden Strahl harmonisch getrennt." 

§ 151. 

Auf Grand des ersten im vorLergeheuden Paragraph aufge- 
stellten Satzes kann eine Knrve zweiten Grades auch be- 
stimmt werden, wenn drei Tangenten tj, t^ und tg und zwei 
Kurvenpunkte A und B derselben gegeben sind. Die Bestim- 
mung der besagten Kurve kann dadurcli vollzogen werden, daaa 
man die Kurventangenteu ta nnd th in den bezägliclien Punkten 
A und B konstruiert. 

Zieht man nämlich von dem Schnittpunkte S der beiden Tan- 
genten i^ und tä nach A und B Strahlen, so sind i^ und t^, SA 
und SB zwei Paare konjugierter Strahlen einer Involution; be- 
stimmt mau femer auf irgend eine Art (etwa wie in § 136) die 
Doppelstrahlen S und 5' der letzteren, so ist mit Zugrundelegung 
des vorher angeführten Satzes sichergestellt, dass der noch unbe- 
kannte Schnittpunkt C der Tangenten ta' und tj, auf einem dieser 
Doppelstrahlen liegen müsse. 

Ebenso erhält man in der Involution tj, tj und SjA, S^B, 
welche den Punkt Si = (tj, tg) zum Scheitel hat, zwei Doppel- 
atrahleu 5^ und S,, welche die nämliche Eigenschaft besitzen. 
Der gesuchte Punkt C kann daher die vier Lagen (S, Sj), (S, h\), 
(^' 1 5j), (5', 8',) annehmen. Wir erhalten mithin den Satz: 

„Durch drei Tangenten und zwei Punkte sind stets vier (reelle 
oder imaginäre) Kurven zweiten Grades bestimmt." 

§ 152. 

Pol nnd Polare. 

Wenn sich von einem Punkte S [Fig. 114, Taf. VI] zwei 
Tangenten Ta und T[, au eine Kurve K zweiten Grades ziehen 
lassen (wir nennen diesfalls den Punkt S ,, ausserhalb" der 
Kurve K liegend), so trifft jeder durch S gezogene Strahl die Kurve 
K in einem Punktepaar trij, rtig, welches (Satz 2 in § 137) durch 
den Punkt S und durch den Schnittpunkt n des Strahles mit der 
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den beiden Tangenten Ta und Tu entsprechenden Berührangssehne 
AB harmonisch getrennt ist. 

Zwei derartige Punkte, wie diesfalls S und n, welebe durch 
die Punkte m^ und m^, in welchen ihr Verbiudungsstrahl Sn irgend 
eine Kurve K zweiten Grades sehneidet, harmonisch getrennt 
sind, pflegt man „zwei konjugierte Punkte in bezug auf die Kurve K" 
zu nennen. 

Der oben angeführte Satz 2 in § 137 sagt daher ans, dass 
der geometrische Ort aller Punkte, welche mit dem Punkte S 
in bezug auf die Kurve K konjugiert sind, durch die Berüh- 
rungssehne AB der von S aus an K gezogenen Tangenten Ta 
und Tb repräsentiert werde, also kurz, eine Gerade sei. 

Man kann 3edoch leicht zeigen, dass auch in dem Falle, in 
welchem ein Punkt S innerhalb einer Kurve K zweiten 
Grades liegt, also von demselben keine reellen Tangenten an 
die Kurve gezogen werden können, der geometrische Ort der 
mit diesem Punkte in bezug auf die Kurve K konjugierten 
Punkte eine gerade Linie ist. 

Nehmen wir zu diesem Zweck an, es sei P [Pig. 125, Taf. YII] 
der innerhalb der Kurve K zweiten Grades liegende Punkt. 

Wir ziehen durch P zwei beliebige Geraden, von welchen die 
eine die Kurve in den Punkten A und B, die andere aber in C 
und D treffen möge. Die vier Punkte A, B, C, D bestimmen ein 
vollständiges Viereck. Zwei Gegenseiten AB und CD sehnei- 
den sich in P; die beiden Gegenseiten AD und BC in m, und die 
beiden Gegenseiten AC und BD in n. Die Diagonale p, welche 
die beiden Pimkte m und n verbindet, trifft die Geraden AB und 
CD beziehungsweise in den Punkten tz und ic' . Es sind nun 
(nach § 96) A, B durch P, ir und C, durch P und %' harmo- 
nisch getrennt. 

Auf der Geraden p liegt aber (Satz 1 in § 129) auch der 
Schnittpunkt u der Tangenten ta und tt, in den Punkten A und B, 
und weiter auch der Schnittpunkt V der Tangenten lo und td in 
den Kurvenpunltten C und D. 

Hieraus ist unmittelbar zu entnehmen, dass zur Konstruktion 
der Geraden p der Strahl CD ganz und gar überflüssig sei, und 
die Annahme des Strahles AB vollkommen genüge. Denn einen 
Punkt von p erhält man als denjenigen Punkt tc, weicher mit P 
das Puuktepaar A, B harmonisch trennt, und einen zweiten Punkt 
u findet man im Schnitte der Tangenten ta ßud i\, in A und B, 
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Hieraus folgt weiter, dass, wie auch die zweite Gerade CD durcb 
P gezogen werden mag, einerseits der Paukt z' derselben, welcher 
mit P das Punktepaar C, D harmouisch trennt, und anderseits 
der Schnittpunkt V der Tangenten in C und D nur auf der vor- 
her gefundenen Geraden p liegen kann. 

Da in dieser Betrachtung der Umstand, ob von P aus Tau- 
geuten an K geführt werden können oder nicht, gar nicht in 
betracht kam, so ist hiermit ganz allgemein für jeden Punkt 
P nachgewiesen, dass der geometrische Ort aller mit P in bc- 
zug auf die Kurve K konjugierter Punkte eine Gerade (p) ist. 
Es gilt daher der Satz: 

„Der ffeomdrische Ort aller mit einem heliebigm festen Punkte 
in hezug auf eine 'Kurve zweiten Grades konjugierten Punkte ist 
stets eine gerade Linie. Liegt der feste PunM ausserhalb der Kurve, 
so ist die , genannte gerade Linie identisch mit der Berührungssehne 
der von diesem PunMe aus an die Kurve gesogenen Tangenten." 

Die Gerade p wird als die „Polare" des Punktes P, und der 
letztere als der „Pol" der Geraden p „in bezug auf die Kurve K" 
bezeichnet. 

Die vorher gefundene Eigenschaft, dass stets auch der Schnitt- 
punkt V der in den Punkten C und D an die Kurve K geführten 
Tangenten auf der Geraden p liegen musa, liefert den Satz: 

„Die Schnittpunkte der Tangentenpaare in den Endpunkten 
aller dmrch einen festen Punkt gezogenen Sehnen einer Kurve zweiten 
Grades liegen auf der Polare dieses Punktes." 

§ 153. 

Aus der Definition von Pol und Polare folgt ohne weiteres, 
dass, sobald zwei Punkte Pj und P^ in beang auf eine Kiu:Ye K 
zweiten Grades konjugiert sind, die Polare des ersten 
Punktes durch den zweiten, und umgekehrt, gehen müsse. 

Hierauf gründen sich einige bemerkenswerte Sätze. 

Seien nämlich P^ und P^ irgend zwei Punkte, und p^ und p^ 
deren Polaren in bezug auf eine Kurve K zweiten Grades. Der 
Schnittpunkt Pg von pj und p^ ist konjugiert mit P,, da er auf 
der Polare pj von P^ liegt, und konjugiert mit P^, da er auch 
der Polare Pj des Punktes P^ angehört. 

Die Polare pg des Punktes Pg kann daher nur diejenige Ge- 
rade sein, welche P, mit P» verbindet. Mithin besteht der Satz: 
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„Die VerUndungsgerade zweier Punkte ist stets die Polare des 
Schnittpunktes der Polaren jener beiden Funkte." 

Aus der Definition von Pol und Polare geht hervor, dass 
jedem Punkte in der Ebene einer Kurve zweiten Grades 
eine Polare entspricht, und dem eben bewieseneu Satze ist zu 
entnehmen, dass umgekehrt auch jeder Geraden der Ebene 
ein Pol in bezug auf die Kurve zweiten Grades entsprechen muss. 
Denkt man sich nämlich zu zwei beliebigen Punkten der ange- 
nommenen Geraden die Polaren bestimmt, so schneiden sieb die- 
selben thatßächKch in einem Punkte, und dieser ist, dem ange- 
führten Satze zufolge, der Pol jener Geraden. 

Dem letztbewiesenen Satze kann auch noch eine andere Form 
gegeben werden. Da nämlich ein Punkt P mit jedem Punkte 
seiner Polare p konjugiert ist, so wird auch die Polare jedes 
Punktes von p durch P gehen, oder mit anderen Worten: 

„Durchläuft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich dessen Polare 
in besug auf eine Kurve zweiten Grades um den Pol jener Geraden." 

Und umgekehrt. 

„Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchläuft ihr 
Pol die Polare dieses Punktes." 



§ 1.54. 

Da die Polare eines ausserhalb einer Kurve zweiten Gra- 
des hegenden Punktes gleichzeitig die Berührungssehne der 
von dem Punkte aus an die Kurve gezogenen Tangenten vorstellt, 
so sind auf derselben zwei Stücke zu unterscheiden, nämlich jenes 
Stück, welches die eigentliche Berührungssehne repräsentiert und 
dessen Punkte sämtlich innerhalb der Kurve liegen, und jenes 
Stück, dessen Punkte sämtlich ausserhalb der Kurve liegen. 

Verbindet mau den Pol mit einem beliebigen Punkte des 
ersten Teiles, so erhält man einen Strahl, welcher die Knrve 
stets in zwei reellen Punkten schneidet; verbindet man hin- 
gegen den Pol mit einem Punkte des zweiten Teiles, d. h. mit 
einem ebenfalls ausserhalb der Kurve liegenden Punkte sei- 
ner Polare, so erhält man einen Strahl, welcher die Kurve nicht 
mehr in reellen Punkten schneiden kann. Der betreffende Punkt 
der Polare und der Pol sind sodann als durch ein imaginäres 
Punktepaar der Kurve harmonisch getreunt anzusehen. 

Liegt hingegen der Pol innerhalb der Kurve, so kann 
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seine Polare nur ausserhalb der Kurve liegeu. Denn würde 
dieselbe teilweise iauerLalb liegen, so müsste aie die Kurve in 
zwei reellen Punkten schneiden, deren Tangenten im Schnitte, 
entgegen der gemachten Annahme, einen ausserhalb liegenden 
Pol der betreffenden Geraden bestimmen würden. 

Es erübrigt noch die Diskussion jenes Falles, wenn der Pol P 
weder ausserhalb noch innerhalb der Kurve liegt, also der 
Kurve selbst angehört. 

Es ist leicht einzusehen, dass in diesem B'alle seine Polare 
mit der Tangente t in dem Pole identisch ist, da diese Tan- 
gente — ■ infolge einer Grenzbetrachtung ■ — gleichzeitig als die 
Bertthrungssehne der von P aus geführten Kurventangenten be- 
trachtet werden kann. Auch liefert nachstehende Überlegung das- 
selbe ßeaultat. 

Nehmen wir auf der Tangente t einen beliebigen Punkt an, 
80 wird dessen Polare notwendig durch den Berührungspunkt P 
gehen. Gestützt auf den ersten Satz in § 153 folgt sodann un- 
mittelbar, dass der Berührungspunkt der Pol seiner Tangente t 
ist. Daher besteht der Satz: 

„Die Polare eines Punktes einer Kurve zweiten Grades ist 
identisch mit der ihm entsprechenden Kureentangente." 

Auf Grundlage der Definition der Polare „als Ort der mit 
dem Pole konjugierten Punkte", ergibt sich weiten 

„ Ein Punkt einer Kurve zweiten Grades ist mit jedem Punkte 
seiner Tangente und speziell auch mit sich selbst konjugiert." 



§165. 

Besitzen zwei Strahlen in der Ebene einer Kurve zweiten 
Grades eine solche Lage, dass sie durch die von ihrem Schnitt- 
punkte aus an die Kurve gezogeneu (reellen oder imaginären) 
Tangenten harmonisch getrennt werden, so bezeichnen wir die- 
selben als „konjugierte Strahlen" oder „Tionjugierte Polm-en" in 
hezug auf diese Kurve. 

Ist K [Fig. 126, Taf. VII] eine behebige Kurve zweiten Gra- 
des, und pp ein in der Ebene der Kurve liegender Sti-ahl, so gibt 
es unendlich viele Strahlen, welche mit dem Strahle p in he- 
zug auf K konjugiert sind. 

Einen beliebigen derartigen Strahl hann man sofort kon- 
struieren, wenn man auf p einen beliebigen Punkt u wählt, von 
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diesem die Kurventangenten ta un<l th Kiebt, und jeueu Strahl p^ 
ermittelt, welcher mit p durch ta und tb harmonisch ge- 
treunt wird. 

Berücksichtigt man hierbei, dass (nach dem zweiten Satze 
des § 152) die Berührungssehne AB der beiden Taugenten ta und 
tb durch den Pol P des Strahles p geht, und dass sie infolge- 
dessen die Polare resp. den Strahl p in einen Punkte tz schueidet, 
welcher mit P das Punktepaar A, ß harmonisch trennt, so ist ein- 
leuchtend, dass der von u naeh P gezogene Strahl p^ eben der- 
jenige Strahl sein wird, welcher mit p das Tangentenpaar ta, tu 
hai-monisch scheidet, also mit p konjugiert ist. Die Annahme 
eines beliebigen anderen Punktes «^ auf p liefert das gleiche Re- 
sultat. Man gelangt hiernach zu dem Satze: 

„Sämtliche Strahlen, welche mit einem festen Strahle in bezug 
auf eine Kurve zweiten Grades konjugiert sind, gehen durch den 
Pol des festen Strahles." 

Diesem Satze gemäss können irgend zwei in bezug auf eine 
Kurve zweiten Grades konjugierte Strahlen auch in der Weise 
aufgefasst werden, dass der eine durch den Pol des anderen 
geht. Ist demnach t eine Tangente einer Kurve K zweiten Gra- 
des, 80 wird (Satz 1 in § 154) ihr Berührungspunkt P gleichzeitig 
ihr Pol, und mithin jede durch P gehende Gerade mit der Tan- 
gente t konjugiert sein. Es besteht daher der Satz: 

„Mne Tangente einer Kurve zweiten Grades ist mit jeder 
durch ihren Berührungspunkt gehenden Geraden, und speziell audi 
mit sich selbst konjugiert." 

§ 156, 

Sei K [Fig. 126] irgend eine beliebige Kurve zweiten Grades 
und pp eine Gerade, welche mit derselben die Punkte d und d' 
gemein haben möge. Sind weiter a^ und a^ irgend ein Paar auf 
der Geraden p Hegender in bezug auf die Kurve K konjugierter 
Punkte, so müssen dieselben (der Definition gemäss) durch die 
beiden Punkte d und d' (selbst auch dann, wenn d und d' ima- 
ginär sind) harmonisch getrennt erscheinen. Das Gleiche gilt 
von jedem anderen Paare konjugierter Punkte auf der Geraden 
p, so dass (nach Satz 3 in § 120) auch der folgende Satz seine 
Berechtigung hat: 

„Sämtliche, auf einer und derselben Geraden liegenden Paare, 
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in hezug auf eine Kurve zweiten Grades hmjugiert&r Punkte, bil- 
den eine involvtorische Punkireihe, deren (reelle oder imaginäre) 
Doppelpunkte die Schnittpunkte der Geraden mit der Kurve sind." 
Diese Involution nennt man die „PolarinvoluUon auf der Ge- 
raden" (p) oder kurz eine „polarinmlutorische Punktreihe." 

§ 157. 

J^enken wir uns andererseits (dual) in der Ebene irgend einer 
Kurve K zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt S [i'ig. 126, 
Taf. VII] angenommen. Die reellen oder imaginären von S aus 
an die Kurve K gezogenen Tangenten seien 5 und 5' . Sind wei- 
ter Kj und Kg irgend zwei durch S gehende in bezug auf K Ifon- 
jngierte Strahlen, so müssen dieselben (nach der in § 155 ge- 
gebenen Definition) durch die Tangenten 8 und 5' harmonisch 
getrennt werden. Die gleiche Eigenscliaft besitzt selbstverständ- 
lich auch jedes andere durch S gehende Paar konjugierter Strah- 
len, so dass (mit Rücksicht auf Satz 2 in § 120) auch der Satz 
besteht : 

„Sämtliche, durch den nämlichen Punkt gehenden Paare, in 
besug auf eine Kurve zweiten Grades konjugierter Strahlen, bilden 
ein involuiorisches StrahlenbOschel, dessen (reeUe oder imaginäre) 
Boppdstrahlen die von dem genannten Punkte auslaufenden Kurven- 
tangenten sind." 

Ein solches involntorisches Büschel heisst ein „polarinvolu- 
torisches StrahlenbUschel." 

§ 158. 

Es sei K [Fig. 126, Taf. VII] eine beliebige Kurve zweiten 
Grades, p irgend eine Gerade und S der Pol der letzteren in be- 
zug auf K. 

Die Polare o^ irgend eines Punktes der Geraden p geht (Satz 2, 
§ 153) durch den Punkt S. Nachdem femer der Punkt a^ mit 
jedem Punkte seiner Polare a^ konjugiert ist, so folgt, dass auch 
der Punkt a^, in welchem o^ die Gerade p trifft, mit a^ in bezng 
auf K konjugiert sei. Die Polare ß^ irgend eines anderen Punk- 
tes b^ von p wird ebenfalls durch S und durch jenen Punkt b^^ 
der Geraden p gehen, welcher mit b^ konjugiert ist. 

Denkt man sich dies für alle Punkte a^, b^, Ci,.... von p 
fortgesetzt, so erhält man zwei Punktreihen (a^b^Cj...) und 
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(a^bjCg . . . ,) auf p, welche notwendig projektiviach sind, da 
(Satz, § 156) entsprechende Puukte derselben, wie a, und a^, 
bj und bg,... gleichzeitig koujagierte Punkte der Polarin- 
volntion auf p sind. 

Nachdem aber die eine dieser Punktreihen, (a^b^^ . . . ■)> 'äen 
Schnitt der Geraden p mit dem Polareiibüsohel S{a2^^'{2 . . . .) 
vorstellt, so ist auch das letztere mit der ßeihe (a^b^C^ . , , .) pro- 
jektivisch, und es folgt der Satz: 

„Die Polaren aller Punkte einer Punk/reihe, in besug auf eine 
Kurve zweiten Grades, bilden ein zu dieser Reihe projektivisches 
StrakUnbüschel, dessen Scheitel der Pol des Trägers jener Punkt- 
reihe ist, und umgekehrt." 

§ 159. 
Das Recii)rocitJitsg«setz in dci- Elteiic. 

Denken wir uns in irgend einer Ebene eine beliebige Kurve 
D zweiten Grades angenommen. Diese Kurve vermittelt zwi- 
schen den Punkten und Geraden der Ebene eine Verwandt- 
schaft, welche wir die „polarreciproke Verwandtschaft" oder kurz 
die „Polar- Beciprocität" nennen. 

Jedem Punkte der Ebene entspricht reciprok eine Ge- 
rade, d. i. die Polare dieses Punktes in bezug auf die Kurve 
D, und umgekehrt entspricht reciprok jeder Geraden der Ebene 
der Pol derselben in bezug auf D. Die Kurve D heisst die 
„Direcfrix der Eedprocität". 

Die bezüglich „Pol und Polare" aufgefundenen Eigenschaf- 
ten lassen noch einen weiteren Zusammenhang zwischen den 
einander reciprok entsprechenden Elementen und Gebil- 
den erkennen. 

Sei p eine beliebige Gerade, P der ihr reciprok ent- 
sprechende Punkt, d. h, der Pol von p in bezug auf D. Irgend 
einem Punkte Pj auf p wird sodann {Satz 2, § 153) eine Gerade pj 
(d. i. die Polare des bezeichneten Punktes) entsprechen, welche 
durch P geht. 

Sind ferner p und P[ zwei beliebige Geraden, P^ und P^ die 
ihnen reciprok entsprechenden Punkte, so entspricht (Satz 1, 
§ 153) dem Schnittpunkte von p und Pi die Verbindnngs- 
gerade der entsprechenden Punkte Pj und Pj. 

Sind weiter A, B, C drei beliebige Punkte, a, b, c die ihnen 
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entsprechenden Geraden, so entsprechen (infolge des eben citierten 
Satzes) den Eckpunkten des Dreieckes ABC die Seiten des 
Dreieckes abc und umgekehrt. 

Von Wichtigkeit sind jene Fälle, in welclien sieh die beid'en 
Dreiecke ABC und abc decken, 

Nehmen wir zunächst den Pnnkt A an, und bestimmen die 
ihm reciproke Gerade a; auf a wählen wir den zweiten Punkt B. 
Die demselben reeiprok entsprechende Gerade b geht sodann, wie 
wir bereits wissen, durch A, schneidet aber ausserdem die Gerade 
a in einem Punkte C, welchen wir als dritten Eckpunkt wählen. 
Diesem Punkte C, als Schnitt von a und b, entspricht die Ver- 
hindungsgerade c^=AB, woraus hervorgeht, dass die beiden Drei- 
ecke ABC und abc sich in der That decken. 

Jedes solche Dreieck (es gibt deren offenbar unendlich Tiele) 
bezeichnet man als ein „Polardreieck" oder als ein „sich seiist 
konjugiertes" oder „reciprokes Dreieck" in bezug auf die Kurve D, 

Jede Seite eines derartigen Dreieckes ist die Polare des 
gegenüberliegenden Eckpunktes; je zwei Eckpunkte und 
je zwei Seiten sind beziehungsweise konjugierte Punkte oder 
Strahlen in bezug auf die Kurve D. 

Femer entspricht (Satz in § 158) jeder Pnnktreihe reei- 
prok ein zu derselben projektivisches Strahlenbüschel 
und umgekehrt. Der Seheitel des Büschels und der Träger der 
Reihe sind hierbei gleichfalls reeiprok entsprechende Elemente. 

Hieraus ist weiter unroittelbar zu schliessen, dass harmo- 
nischen Punkten harmonische Strahlen, dass einer involutori- 
schen Punktreihe ein involutorisches Strahlenbüsehel u. s. w. re- 
eiprok entsprechen muss. 

Einer Kurve zweiten Grades entspricht reeiprok wieder 
eine Kurve zweiten Grades. Denn, denkt man sich die eine Kurve 
punktweise durch zwei projektivische Strahlenbüschel erzeugt, so 
entspricht ihr reeiprok der Ort der Verbind ungs strahlen entspre- 
chender Punkte jener beiden projektiyischen Reihen, welche reei- 
prok den beiden vorgenannten Büscheln entsprechen. 

Auf gleiche Weise findet man ferner, dass, wenn zwei Kur- 
ven K und k zweiten Grades sich reeiprok entsprechen, irgend 
einem Punkte A der einen Kurve K, eine Tangente a der 
anderen Kurve k zugeordnet ist. Die Tangente in A und 
der Berührungspunkt von a sind gleichfalls reeiprok ent- 
sprechende Elemente. 
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Sind S und s Pol und Polare von K, ao wird denselben die 
Polare und der Pol von k reeiprok zugeordnet sein u. s. w. 

Aus dem hier Angeführten geht hervor, dass jeder beliebigen 
projektivisehen Eigenschaft irgend eines Gebildes durch reciproke 
Transformation eine andere projektivische Eigenschaft bezüg- 
lich eines gewissen anderen Gebildes zur Seite gestellt werden 
kann, und dass der Zusammenhang zwischen beiden derselbe 
ist wie jener, den wir bisher als Dualität bezeichnet haben. 

Auf diese Weise ist gleichzeitig ein streng geometrischer 
Beweis für die Richtigkeit des Dualitätsprinzipes erbracht. 

Es genügt daher ,in irgend einem projektivisehen Satze 
die Bezeichnungen Punkt und Gerade; Punktreihe und Strahlen- 
büschel; Schnittpunkt und Verbindungsgerade; Kurventangente 
und Kurvenpunkt u. s. w. miteinander zu vertauschen, um so- 
fort den dual oder reeiprok gegenüberstehenden Satz zu erbal- 
ten. So wird beispielsweise der Satz in § 135 nach seiner reci- 
proken Umgestaltung in den folgenden übergehen: 

„Bringt man die Tangentenpaare, welche von den Punkten 
einer Punktreihe an eine Kurve zweiten Grades gezogen werden, 
mit einer beliebigen festen Kurventangente zum Schnitte, so erhält 
man auf der letzteren eine involutorisehe Punktreihe, deren Doppel- 
punkte die Schnittpunkte der festen Tangente mit jenen Kurven- 
tangenten sind, welche in den Schnittpunkten der Kurve mit dem 
Träger der obigen Punktreihe die Kurve berühren." 

§ 160. 

Die Einführung metnscher Beziehungen in die projek- 

tivisclie Geometrie. 

Die einfaclisten massgeometrischen Beziehungen erhält man 
in projektivisehen Gebilden, wenn man unendlich ferne Punkte 
als Elemente insbesondere berücksichtigt. 

Ist beispielsweise ab [Fig. 127, Taf, VII] eine centralpro- 
jektivisch dargestellte Strecke und V der Fluchtpunkt derselben, 
so kann der Halbierungspunkt c dieser Strecke (wie in § 82 
gezeigt wurde) durch centralprojektivisehe Konstruktion eines Pa- 
rallelogramme s mit seinen Diagonalen ermittelt werden. 

Da das hierbei entstehende Gebilde ein vollständiges Vier- 
eck repräsentiert, so folgt, dass die Centralprojektionen a und 
b zweier ■ Punkte, die Centralprojektion C des Halbierungs- 
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punktes ihrer Strecke, und jene V <les unendlich fernen Punk- 
tes derselben, stets vier harmonische Punkte sind. Selbstver- 
ständlich sind sodann auch (Satz 2, § 100) die vier projizierten 
Punkte im Räume selbst harmoniscli. Es gilt sonach der Satz; 

Jede gerade Strecke ist durch ihren Halbierungspunkt und 
durch den unendlich fernen Punkt ihres Trägers harmonisch ge- 
trennt." 

Hierauf stützt eich eine einfache metrische Konstruktion 
des vierten harmonischen Punktes zu drei gegebenen Punk- 
ten a, b, c [Fig. 128, Taf. VII]. Stellen wir diesfalls beispiels- 
weise die Bedingung, dass der zu suchende vierte Punkt d 
mit dem mittleren Punkte b konjugiert sein soU. 

Man wird auf einer beliebig durch einen der drei Punkte, 
etwa a, gezogenen G-eradcn r' von a aus zwei gleiche Strecken 
ab'=::;b'c' auftragen und die Verbinduugsstrahlen bb' und cc' 
in S zum Schnitte bringen. Die durch S nach dem unendlich 
fernen Punkte d'„ von r' (also Sd'„ parallel zu r' ) geführte Ge- 
rade trifft r bereits in dem gesuchten Punkte d. Es sind so- 
dann a, b, c, d die Projektionen der vier harmonischen 
Punkte a, b' , c' , dL. 



Setzen wir voraus, es seien unter irgend vier harmonischen 
Strahlen cc, ß, y, § [Fig. 129, Taf. VII] zwei konjugierte 
Strahlen; allenfalls a und ß, senkrecht zu einander. 

Schneiden wir diese vier Strahlen durch eine zu ß parallele, 
also zu a senkrechte Gerade r, so erhalten wir auf dieser letz- 
teren vier harmonische Punkte a, b„ , C, d, von welchen der 
eine, b„, als Schnitt der letzterwähnten Geraden mit dem Strahle 
ß in unendliche Ferne fällt. Auf Grund des im vorhergehenden 
Paragraphe bewiesenen Satzes muss der konjugierte Punkt a gleich- 
zeitig der Halbierungspunkt der Strecke cd sein. Infolge 
des rechten Winkels (a, r) hei a schliessen nun auch die beiden 
Strahlen y und 5 mit dem Strahle a (also auch mit dem zu a 
senkrechten Strahle ß) gleiche Winkel ein. Hiernach besteht 
der Satz: 

„Bilden unter vier harmonischen Strahlen zwei konjugierte 
Strahlen einen rechten Winkel, so sind sie gleichseitig die Winkel^ 
halbierenden der beiden noch übiigen Strahlen." 
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Sind a, b, c, d [Fig. 130, Taf. VII] irgend vier harmo- 
nische Paukte, and besehreiben wir über der Strecke zweier 
konjugierter Punkte, etwa über ab als Durchmesser, einen 
Kreis K, so werden von einem beliebigen Puukte S dieses Kreises 
K die vier Punkte a, b, c, d durch vier harmonische Strah- 
len Sa, Sb, Sc, Sd projiziert, von welchen zwei konjugierte 
Strahlen, diesfalls Sa und Sb, gleichzeitig aufeinander senk- 
recht stehen. 

Dem vorhergehenden Satze gemäss sind sodann Sa und Sb 
auch die Winkelhalbierenden des Winkels cSd. Nach einem 
bekannten elementargeometrischen Satze verhält sich aber 

oa:da=!Cb: db=^Sc:Sd 
woraus unmittelbar die nachstehenden Sätze hervorgehen, 

„In einem harmonischen Punktumrfe wird die Strecke zweier 
konjugierten Punkte durch die beiden andren Punkte innerlich und 
äusserlieh in dem nämlichen Verhältnisse geteilt." 

Und: 

„Der ffeometrische Ort aller Punkte, deren Abstände von swei 
gegebenen Pmlden ein gegebenes Verhältnis besitsen, ist Jener Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf der VerUndungsgeraden der beiden gege- 
benen Punkte liegt und durch jene zwei Punkte geht, welche die 
Strecke der letzteren in dem genannten Verhältnisse innerlich und 
äusserUch teilen." 

§ 163. 

Sind auf einer GSeraden r [Fig. 131, Taf. VII] vier hehehige 
Punkte a, b, o, d gegeben, so lasst sich zwischen den von ihnen 
gebildeten Strecken {auf verschiedene Weise) ein Zusammenhang 
herstellen, der für projektivische Beziehungen bemerkens- 
wert ist. 

Nehmen wir, um zur Kenntnis des vorerwähnten Zusammen- 
hanges zu gelangen, zunächst zwei Puukte a und b [Fig. 131, 
Taf. VII] auf einer Geraden r an. 

Jeder weitere beliebige dritte Punkt c der Geraden r teilt 
sodann die Strecke ab entweder innerlich oder äusserlieh in 
einem gewissen Verhältnisse ac:bc = m. 

Aus der elementaren Geometrie ist aber bekannt, dass, so- 
bald a und fa gegeben sind, der Punkt c durch den Wert m des 
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obigen Verhältnisses bestimmt sei, d, h. konstruiert werden kann, 
wenn gleiobzeitig festgesetzt wird, ob der besagte Punkt inner- 
halb oder ausserhalb der Strecke ab liegen soll. 

Da es stets zwei Punkte gibt, welche die Strecke ab iu 
einem gegebenen Verliältnisse m teilen (einen innerhalb und 
einen ausserhalb ab), so können dieselben dadurch unterschieden 
werden, dass man das Verhältnis m negativ oder [jositiv 
nimmt, je nachdem der betreffende Punkt innerhalb oder aber 
ausserhalb ab liegt. 

Hiernach wird beispielsweise -;= — 1 den Halbiernngs- 

punkt (c) von ab, hingegen -j— = -|- 1 den unendlich fernen 
Punkt von ab bedeuten. 

Die beiden Punkte a und b heissen sodann die „Fixpunkte", 
c der „Teilpunkt" und +m das „Teilverhältnis". 

Liegen auf einer Geraden r vier beliebige Punkte a, b, D, d 
[Fig. 131, Taf. VII], so kann man irgend zwei derselben, etwa 
a und b, als Pixpunkte und die übrigen, c und d, ala Teilpunkte 
wählen. 

Hierdurch erhält man zwei Teilverhältnisse, 7— = m und 
bc 

i—- ^ n, aus welchen selbst wieder ein Quotient -; — :-;—,== m : fi 
bd bc bd 

gebildet werden kann. 

Diesen Quotienten pflegt man als das „Doppelverhälinis" oder 
als das „anharmonische Verhältnis" der vier Punkte a, b, C, d 
zu bezeichnen. 

Nachdem unter vier Punkten die Wahl der Fixpuiikte, so- 
wie auch die des ersten beziehungsweise des zweiten Teilpunktes 
freisteht, so wollen wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu 
haben, festsetzen, dass in einem Wurfe, der mit (abcd) bezeichnet 
ist, stets die beiden erstangeführten Punkte die Fix- 
punkte, der drittgenannte den ersten Teilpunkt und der 
vierte den zweiten Teilpunkt vorstelle. 

Hiemach ist das Doppelverhältnis des Wurfes (abcd) 
durch 

, . ., ac ad m , 
(abcd) = 1— : 7-r = - = k; 
^ ^ bc bd n 
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das Doppelverhältnis des Wurfes (bcda) hiugegen durcli: 
bd ba_^ m' _^., 
cd ' ca"^ n' 

ausgedrückt- 

Liegen "beide Teilpunkte innerhalb oder ausserhalb der 
Pixpmikte, d.h. siad sie dm-ch die letzteren nicht getrennt, so 
sind ihre Teilverhältnisse , der vorhin getroffenen Annahme ent- 
sprechend, entweder beide negativ, oder beide positiv. Dies- 
falls wird also das entsprechende Doppelverhältnis in beiden 
Fällen positiv sein, 

Werden hingegen die Teilpunkte durch die Fixpunkte ge- 
trennt, liegt also der eine innerhalb, der andere ausserhalb 
der Strecke der Fixpunkte, so ist das eine Teilverhältnis ne- 
gativ, das andere aber positiv, das Doppelverhältnis mithin 
stets negativ. Daher der Satz: 

„Das Doppelverhältnis eines Punktwurfes ist stets postUi) oder 
negativ, Je nachdem die Teilpunkte durch die Fixpunkte nicht ge- 
trennt oder getrennt sind." 

Wenn ein Wurf harmonisch ist, so pflegt man stets zwei 
konjugierte Punkte als Fixpunkte anzunehmen. Da in die- 
sem Falle (Satz 1, § 162) die beiden Teilverhältnisse einen glei- 
chen Wert, jedoch ungleiche Vorzeichen besitzen, so folgt 
der Satz: 

„Das Doppdverhaltnis von vier harinonischen Punkten ist stets 
i Einheit gleich." 



§ 164. 

In gleicher Weise lässt sich auch eine Beziehung zvrischen 
vier durch denselben Punkt gehenden Strahlen aufstellen. 

Betrachten wir zwei beliebige Strahlen a und ß eines Strah- 
lenhüschels S [Fig. 132, Taf. VII] als „Fixstrahlen", einen belie- 
bigen dritten Strahl f als „Teilstrahl", so definieren wir als „Teil- 
verhältnis" den Wert: 

sinCay) 
sm(ßY) 

Auch diesfalls unterscheiden wir wieder positive oder ne- 
gative Werte des Teilverhältnisses, je nachdem der Teil- 
strabl 7 in dem einen oder in dem anderen der beiden von 
a und ß gebildeten Winkelräumen liegt. 
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Sind zwei Teilstrahlen y und S angeüommen , so kann 
ans deren Teilverhältnissen 

sin (av) , sinfa5) 

. .^ ; = m und ■ ' ■( ~ n 

selbst wieder ein Quotient — = k gebildet werden, welcher das 

„Doppdverhältms" oder das „anharmonische VerhäUnis" der vier 
Strahlen a, ß, v, 6 heiest. 

Genan so wie im Falle eines Punktwnrfes, betrachten wir 
auch bei einem Strahlenwurfe (aß^S) stets die beiden erst- 
angeführten Strahlen, diesfalls cc und P als Fixstrahleu, den 
drittgenannten Strahl Y als ersten Teilstrahl und den vierten 
Strahl h als zweiten Teilstrahl, so dass beispielsweise dem 
Wurfe (ySßcc) das Doppelverhältnis: 

sin (iß) _ ain (y a) 
sin (8 ß) * sin (6 a) 
entspricht. 

Sind die beiden Teilstrahlen durch die beiden Fixstrahleu 
nicht getrennt, d. h. liegen dieselben in einem und demselben 
Winkelraume der letzteren, so sind beide Teilverhältnisse 
entweder negativ oder positiv, und mithin das Doppelver- 
hältnis stets positiv. 

Sind hingegen die Teilstrahlen durch die Fixstrahlen ge- 
trennt, d. h. liegen sie in verschiedenen Winkelräumen der letz- 
teren, so haben die Teil Verhältnisse ungleiche Vorzeichen, 
und das Doppelverbältnis ist stets negativ. Es kann daher 
der Satz aufgestellt werden: 

„Das DoppelverkäUnis eines Strahlenwurfes ist stets negativ 
oder positiv, je nachdem die FixstrnMen durch die Teüstrahlen ge- 
trennt oder nickt getrennt sind." 

§ 165. 

Ein beliebiger Punktwarf sei (abcd) [Fig. 133, Taf. VII], 
während S(aßY5) den denselben aus einem behebigeu Punkte S 
projizierenden Strahlenwurf vorstelle. 

Bezeichnen wir der Kurze halber die Winkel, welche die 
Strahlen a. und ß mit dem Träger r des Wurfes (abcd) bilden, 
beziehungsweise mit (p und <]>, so liefert der bekannte Sinussatz 
der ebenen Trigonometrie die Beziehungen: 
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sin (a-y) =. -^ ■ sin 9; ain (ß-y) = -^ • sin 4.; 
sin (aS) ^= --j^ ■ sin 9 und sin (ß &) = -r^ • sin ^. 

Hieraas folgt: 

Bin(aY) ac sin cp sin(a&) ___ ad sin 9 

sin(gT) bc siu^j ' ,sin(ß8) bd siai|> 
und mithin: 

sin(ay) _ sin(aS} ac _ ad 

'sin (ß^y ' siQ(ß5) " ~bc" * "bd" 
oder symbolisch ausgedrückt: 

(aßY5) = (abcd) 
d. h. in Worten: 

„Ein beliebiger Punktteurf und irgend ein denselbm j 
rmder Strahlenwurf besitzen stets dasselbe Doppelverhättnis." 

Sind daher zwei Punktwürfe perspektivisch, stellen die- 
selben demgemäss Schnitte eines und desselben Strahlenwnrfes 
vor, so sind deren Doppelyerhältnisse dem Doppelverhältnisse 
des Strahlen Wurfes, und mithin auch untereinander gleich. 

Ebenso besitzen auch zwei perspektivische Strahlen- 
würfe gleiche Doppelverbältnisse, da die letzteren dem Doppel- 
verhältnisse des ihnen gemeinschaftlichen Punktwurfes auf 
dem perspektivischen Durchschnitte gleich sind. Es gilt 
sonach der Satz: 

„Zwei perspektivische Funktwürfe oder Strahlenwürfe besitzen 
stets ein gleiches Doppelverhältnis." 

Da endlich zwei projektivische Grundgebilde durch eine 
Kette vou Projektionen znsammenhängen, so folgt auch unmittel- 
bar der allgemeine Satz: 

„Zwei einander entsprechende Würfe zweier projektivisehen 
Grundgebilde (PunMreihen, Strahlenbüschel) besitzen stets ein glei- 
ches Doppelverhättnis." 

§ 166. 

Besondere Grundgebilde (Punhtrelben und Strahlenbüschel) 

und besondere perapektiTische und projektivische 

Beziehungen. 

Der Scheitel eines Strahlenbüschels sowohl, als auch der Trä- 
ger einer Punktreihe wurden bisher stets im Endliehen ange- 



y Google 



— 198 — 

In folgendem mögen mm auch jene Fälle Berücksich- 
tigung finden, in welchen die genannten Stücke in unendlicher 
Entfernung liegen. 

Befindet sich der Scheitel eines Strahlenbüschels in unend- 
licher Entfernung, so sind sämtliche Strahlen des Büschels unter- 
einander parallel. Aus diesem Grunde bezeichnet man dasselbe 
als ein „ParallelstraWenbÜschel." Bemerkenswert ist hierbei, dass 
die unendlich ferne Gerade, nachdem sie den Scheitel des 
Büschels enthält, selbst einen Strahl des letzteren repräsentiert. 

Ebenso kann man auch die unendlich ferne Gerade als 
Träger einer Punktreihe annehmen. Da sich jedoch dieselbe 
der direkten Bestimmung und Konstruktion entzieht, so denken 
wir uns die besagte Punktreihe stets als Schnitt irgend eines 
Strahlenbüschels mit der unendlich fernen Geraden gegeben. Jeder 
Punkt dieser Eeihe ist dann selbstverständlich als der unendlich 
ferne Punkt eines Strahles des Hilfsbüschels bestimmt, 

§ 167. 
Ähnliclie Pniiktreilien. 

Die Berücksichtigung der unendlich fernen Elemente 
führt auch zu besonderen perspektivischen uud projekti- 
visehen Beziehungen. 

Der einfachste hierher gehörige Fall ergibt sich durch die An- 
nahme paralleler Träger r und r' [Fig. 134, Taf. VII] zweier 
perspektivischer Punktreihen. 

Zwei derartige ßeihen pflegt man „centralperspektivisck ähn- 
liche Beihm" zu nennen, da, wie aus bekannten Sätzen der Ele- 
mentargeometrie hei'vorgeht, irgend zwei Strecken ab und cd der 

ab 

einen Reibe, welche im Verhältnisse — 3- ^ m stehen, in der zwei- 
cd 

ten Reihe ebenfalls zwei Strecken a' b' und c' d' entsprechen, 

a' b' 

denen das gleiche Verhältnis -r—.i- = m zukommt. 
* c' d' 

Die unendlich fernen Punkte der beiden Reihen werden 
sodann (Satz in § 105), da sie im Schnitte der beiden Träger 
vereinigt erscheinen, eich selbst entsprechen. 

Zwei Reihen können übrigens auch ähnlich sein, wenn ihre 
Träger nicht parallel sind. Dieser Fall tritt dann ein, wenn 
dieselben Schnitte zweier Geraden r und r' [Kg. 135, Taf. VII] 
mit einem und demselben Parallelstrahlenbüschel Sco(aßY5...) 
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vorstellen. Mit Zugrundelegung bekannter elementargeometrischer 
Eigenschaften ergibt sich auch hier, dasa, wenn (ab cd) und 
(a'b'c'd') zwei beliebige, einander entsprechende Würfe sind, 
ab _ a' b' 
cd ^ c'd' 

Nachdem weiter die unendlich ferne Gerade selbst ein 
Strahl des Büschels S,„(aßY8 . . ,) ist, so sind auch hier wieder die 
unendlich' fernen Punkte der beiden Träger r und r' ent- 
sprechende Punkte der beiden Reihen r und r' . 

Infolge des Umstandes, dass diese beiden ähnlichen Eleihen 
auf eine andere Weise als die vorerwähuten entstehen, werden 
sie als „paralldperspeMmsch ähnliche Beihm" bezeichnet. 

Indem sowohl centralperspektiviseh als auch paralielperspek- 
tivisch ähnliche Reihen die Eigenschaft besitzen, dass ein gegen- 
seitiges Entsprechen ihrer unendlich fernen Punkte statt- 
bat, so werden auch zwei projektiviaehe Reihen dann als 
„ahnliche Reihen" bezeichnet, wenn ihre unendlich fernen Punkte 
sich entsprechen. Selbstverständlich ist dann die Beziehung der 
beiden Reihen durch zwei Paare entsprechender Punkte (Satz 
in § 111) vollkommen bestimmt, da die beiden sich entspre- 
chenden unendlich fernen Punkte bereits ein drittes Paar von 
Elementen von vornherein repräsentieren. 

Bezeichnen wir in zwei ähnlichen Reihen r und r' drei sich 
entsprechende Punktepaare mit a, a' ; b, b' ; C, c' und seien U 
und u' die unendlich fernen Punkte derselben, so haben (Satz 3, 
§ 165) die beiden Wurfe (abcu) und (a' b' c' u' ) ein gleiches 
Doppelverhältnis; es iat also; 

ac _ au _ a'c' a'u' 
bc ' bu ~ b'c' ■ b'u' 



ac a' c 

Tc~ "" h' c' 

Ebenso würde man, wenn d und d' ein beliebiges viertel 
Paar entsprechender Punkte bedeutet, finden, dass: 



cb c'b' 

d b" ~ V¥ 
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woraus weiter, iu YerbinduHg mit dem vorl 
nisae, folgt, dass auch: 

ac aV 

"bd"~ b'd'" 
d. h. aueli im Falle projelctiviseh ähnlicher Reihen ist das 
Verhältnis zweier beliebigen Strecken der einen Reihe dem Ver- 
hältnisse der ihnen entsprechenden Strecken der anderen Reihe 
gleich. Wir haben sonach den Satz: 

„Sind swei Punktreiken (perspektivisch oder projektivisek) ähn- 
lich, entsprechen sich also in denselben die unendlich fernen PunJcie, 
so ist das Verhältnis sweier hdiebigen Strecken der einen Seihe 
stets gleich dem VerhiUtnisse der entspreehenden Strecken der zwei- 



§168. 
Kongruente Punktreiheii. 

Wird ein Parallelstrahlenhüschel S„(aß-vS . . .) [Fig. 136, 
Taf. VH] durch zwei parallele Geraden r nnd r' geschnitten, 
so erhält man zwei perspektivische Punktreihen (abcd . . .) und 
(a' b' c' d' . . ,), in welchen auch die nnendiich fernen Punkte 
sich entsprechen. Infolge der dabei auftretenden Parallelo- 
gramme (aa'b'b, bb'cc' . . .) kommt den besagten Punktreihen 
die besondere Eigenschaft zu, dass je zwei einander entsprechende 
Strecken, wie ab und a' b' ; bc uud b'c' u. s. w. gleiche 
Längen besitzen. Diea der Grund warum man die beiden ob- 
genannten Reihen „paraUelperspektimsch-kongruente Reihen" zu 
nennen pflegt. 

Zu gleichem Resultat gelangt man auch, wenn man ein Pa- 
rallelstrahlenbüschel SaCaß'y . . .) durch zwei gerade Linien r 
und p' [Fig. 137, Taf. VII] schneidet, welche, ohne parallel zu 
sein, mit den Strahlen des Büschels S«(aß7 . . .) gleiche Win- 
kel bilden. 

Auch in diesem Falle sind, wie aas den gleichschenkligen 
Dreiecken daa' , dbb' , . . . [Fig. 137, Taf. VII] unmittelbar ber- 
Torgeht, je zwei einander entsprechende Strecken gleich lang; die 
beiden Reihen (abc . . .) uud (a' b' c' . . .) sind somit gleichfalls 
„parcdlelperspektimsch kongruent ". 

Endlich kann man, wie leicht einzusehen, auch zwei per- 



y Google 



„ 201 — 

Bpektivische Reihen, in welelien sich die imendÜoh fernen Punkte 
entsprechen, nnd in welchen je zwei entsprechende Strecken 
gleiche Länge besitzen, dadurch erhalten, dass man ein belie- 
higes Strahlenbüschel S(aß7 . . .) [Fig. 138, Taf. VII] durch zwei 
parallele und vona Seheitel S gleich weit abstehende 
Geraden r und r' schneidet. Die auf diese Weise entstehenden 
Punktreihen (abc . . ,) und (a' h' c' . . .) nennt man „centralper- 
spekUtdsch kongruente Punktreihen." 

Die charakteristische Eigenschaft aller drei Arten perspekti- 
visch-kongruenter Reihen besteht darin, dass je zwei entspre- 
chende Strecken einander gleich sind. 

Es fragt sieh nun, ob es auch projektivische Reihen 
gibt, welche die gleiche Eigenschaft besitzen, d. h. ob zwei ßeihen 
in beliebiger allgemeiner Lc^e, in welchen durchwegs gleiche 
Strecken einander entsprechend zugeordnet werden, projek- 
tiv isch sind. 

Nehmen wir, um dies festzustellen, zwei behebige Geraden 
r und r^ [Hg, 139, Taf, VII] an, und wählen auf einer derselben 
die Punkte a, b, c, d, . . . während wir auch auf der zweiten Ge- 
raden einen Punkt a^ gleichfalls willkürlich annehmen. Die Punkte 
bi, Ol und dj werden sodann in der Weise bestimmt, dass man 
die sämtlichen, durch gleiche Buchstaben bezeichneten Strecken 
einander gleich macht, oder mit anderen Worten, dass die beiden 
Reihen, im elementargeometrischen Sinne, kongruent sind, und 
durch geeignete Bewegung Punkt für Punkt zur Deckung 
gebracht werden können. 

Werden nun die Punkte a und Qj, b und b^, , , . als ent- 
sprechend betrachtet, so ist leicht zu zeigen, dass die Beziehung 
der beiden Reihen gleichzeitig eine projektivische sei, d, h, dass 
die eine Reihe aus der anderen lediglieh durch „Projektion" 
abgeleitet werden kann. 

Führen wir zu diesem Zwecke durch a^ eine Parallele r' zu r 
und projizieren die Reihe (abc . . ,) vermittels eines Parallel- 
strahlenbüschels (dessen Strahlen die Richtung der Verbindungs- 
geraden aa^ haben) auf p' in die Reihe (a' b' c' d' . . .). Hier- 
bei fällt einerseits a' mit Bj zusammen, und, da die Reihe 
(a' b' c' d' . . .) mit (a b C d . , ,) parallelperspektivisch-kougment 
ist, so sind anderseits die sämtlichen Strecken a' b' , b' c' , c' d' , 
a'c'.. . , gleich den Strecken a^b^, b^Cj, Cjdi, BjCj . , , und mithin 
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die Verbin dungsgeraden b' b^, c' Cj, d' d, . . . durchwegs parallel, 
also Strahlen eines zweiten Parallelstrahleuhiischela. 

Nachdem somit die Eeihe (SjbjCjdj . . .) ohne weiteres aus 
der Reibe (abcd . . .) durch zwei Parallelprojektionen abge- 
leitet werden kann, sind die beiden Reihea (a^bjC^dj . . .) nnd 
(abcd . . .) projektiTisch, Dies gibt den Satz: 

„Zwei kongruente Ptmkireihm in allgemeiner Lage sind stets 



Kongruente Stralilenl>iischel. 

Ordnet man in zwei Strahleubiischeln mit beliebigen Schei- 
teln S und S' [Fig. 140, Taf. VII] solche Strahlen a und ot' 
ß und ß' , . . . als einander entsprechend zu, welche gleich- 
zeitig parallel sind, so werden diese Büschel offenbar perspek- 
tivisch sein, da sie Projektionen einer und derselben Reihe 
auf der unendlich fernen Geraden sind. 

Infolge der Parallelität aller Paare entsprechender Strahlen 
sind je zwei einander entsprechende Winkel von gleicher 
Grösse. Aus diesem Grunde bezeichnet mau die beideu vorge- 
nannten Büschel als „parallelkongruente Strahlenbüschel". 

Es gibt übrigens noch eine zweite Art perspektivischer 
Strahlenbiischel, in welchen entsprechende Winkel gleichfalls 
eine stets gleiche Grösse besitzen. 

Seien nämlich S und S' [Fig. 141, Taf. VII] die Scheitel 
zweier Büschel und r eine Gerade, welche durch den Halbierangs- 
punkt n von SS' senkrecht zn SS' geführt wird. Betracht man 
die Reihe (abc . . .) auf r als den perspektivischen Durch- 
schnitt der beiden Büschel S{aßy . . .) und S' («' ß' y' . . .), so 
folgt aus der Kongruenz der Dreiecke anS und anS' ; bnS und 
bnS' ; cnS und cnS' u. s. w, die Gleichheit je zweier entsprechen- 
der Winkel (aß) und (a'ß") n. s, w. Zwei derartige Büschel 
nennt man „symmetrisch -kongruente Strahlenbüschel". 

Diese beiden Alien perspektivisch- kongruenter Strahlenbüsehel 
weisen emen bemerkenswerten Unterschied auf. Läsat man näm- 
lich in dem einen von zwei parallelkongruenten Strahlen- 
büschelu einen Strahl in irgend einem Drehungssinne sieh 
bewegen, so wird auch der ihm entsprechende Strahl das zweite 
Büschel in demselben Sinne durchlaufen. Sind jedoch die bei- 
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deu Büschel symmetriscli kongruent, so werden sie von ent- 
sprechenden Strahlen stets in entgegengesetatem Drehungs- 
sinne beschrieben. 

Seien endlich S(a^yh . . .) und S.iaJ^fA • ■ ■) i^k- 1*2, 
Taf. VIII] zwei „kongruente" Strahlenbilsehel in allgemeiner 
Lage, und bezieben wir die Strahlen a nnd a^; ß und ß^; 7 und 
7^ ... so aufeinander, dass stets gleich bezeichnete Winkel, wie 
beispielsweise (ßS) und (ßiSJ, gleich gross sind, so kann leicht 
gezeigt werden, dass diese Büschel projektivisch sind. 

Denken wir uns nämlich auf zwei entsprechenden Strahlen, 
etwa auf -y und Yp von den Scheiteln aus zwei gleiche Stücke 
Sc und S^C] aufgetragen, und durch die Punkte c nnd Cj die 
Geraden r nnd r^ beziehungsweise senkrecht zu 7 und "d gezogen, 
so werden diese die beiden Büschel in zwei Punktreiheu (abcd . . .) 
und (a,bjCjd^ . . .) schneiden, welche infolge der dabei entstehen- 
den rechtwinkligen kongruenten Dreieckapaare aSc und »iS^Cj 
u. s. w. unmittelbar als kongruente Punktreiheu erkennbar sind. 
Da aber die letzteren (Satz in § 168) stets projektivisch sind, 
so müssen auch die beiden Strahlenhüschel, deren Schnitte sie 
sind, projektivisch sein, und es gilt der Satz: 

„Zwd hongrumte Strahlenhüschel in allgemeiner Lage sind 
stets projeHivisch." 

Wenn zwei projektivisch -kongruente Strahlenhüschel von zwei 
entsprechenden Strahlen in demselben Drehungssinne durch- 
Saufen werden, so nennt man sie „gleichsinnig -kongruente Strahlen- 
büschel", im anderen Falle [der iu Fig. 142, Taf. VIII dargestellt 
ist] „entgegengesetzt kongruente Strahlenbüschel". 

§ 170. 
Metrische Bezieliimg'eii au involntorischen Punktrcilien. 

Wir wissen bereits, dass, sobald zwei projektivisebe Punkt- 
reihen nicht insbesondere „ähnlich" sind, sieh auch deren un- 
endlich fernen Punkte nicht entsprechen, und dass es im allge- 
meinen zwei im Endlichen befindliche Punkte, — die soge- 
nannten „Gegenpunkte" oder „Fluchtpunkte" — der beiden Beihen 
gibt, welche den unendlich fernen Punkten beider Reihen 
entsprechen. 

Beachtenswert ist der Fall, in welchem die Gegenpunkte 
zweier konlokaleu Punktreihen zusammenfallen. 



y Google 



— 204 — 

Sei V [Fig. 143a, Taf. VIII] der Träger der beiden projeb- 
tivischen Reihen (ajbjCj...) und (agb^Ca , . , ,); die beiden 
Gegenpunkte V^ und Ug, welche den nnendlicli fernen Punkten 
V" und ü" entsprechen, seien iu dem Punkte M vereinigt. 

Da, gestützt auf diese Voraussetzung, dem unendlich fernen 
Punkte, einerlei ob er als Element der einen oder der anderen 
Reihe betrachtet wird, stets der Punkt M als Element der jewei- 
lig zweiten Reihe entspricht, so folgt {nach § 119), dass die 
beiden projektivisehen Reihen zu einer Involution ver- 
einigt sind. 

Der Punkt M, welcher mit dem unendlich fernen Punkte 
konjugiert ist, wird der „CentralpunU" der Involution genannt. 

Die Angabe dieses Centralpunktes ist sonach gleichwertig 
mit der Angabe zweier konjugierten Punkte. Zum Behufe 
der Bestimmung obiger Involution wird daher (§ 121) die Angabe 
eines weiteren Paares konjugierter Punkte a^, a^ vollständig ge- 
nügen. 

Diesbezüglich sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) Die beiden konjugierten Punkte aj und a^ können zu 
verschiedenen Seiten des Centralpunktes M liegen oder mit 
anderen Worten, dieselben können durch den Centralpunkt M und 
den unendlich fernen Punkt U (= v^, u") getrennt sein. Ist dann 
bj, b^ irgend ein weiteres Paar konjugierter Punkte, so werden, 
da die Involution dem Wesen nach aus zwei projektivisehen 
Reihen besteht, die beiden Würfe: 

(a^b^ViUf) oder (aibiMU) 
und (aa^aV^Ui) oder (aabgUM) 

projektivisch sein. 

Die beiden Punkte a^ und b^ werden (Satz in § 107) durch 
M und U getrennt oder nicht getrennt erscheinen, je nachdem 
a^ und bg durch M und U getrennt oder nicht getrennt sind. 
Man kann sich nun leicht die Überzeugung verschaffen, dass welcher 
der beiden Fälle auch immer eintreten mag, die besagten Punkte 
b^ und bj durch M und U stets getrennt werden, indem der 
Voraussetzung gemäss auch a^ und a^ durch M und U getrennt sind, 

Ist also eine involutorische Reihe derart beschaffen, dass 
irgend zwei konjugierte Punkte au verschiedenen Seiten des 
Centralpunktes liegen, so besitzen alle Paare konjugierter 
Punkte dieselbe Eigenschaft. Weiter folgt hieraus auch, dass die 
Involution keine reellen Doppelpunkte haben kann. 
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b) Nehmen wir den zweiten Fall an, d. 1. setzen wir zwei 
konjugierte Punkte a^ und a^ [Fig. 1431), Taf. VIII] als durcli 
M und U nicht getrennt voraus. 

Wäre etwa b;^ und b^ wieder ein zweites beliebiges Paar 
konjugierter Punkte, so hat raau die Projektivität (a^b^MU) und 
(agballM), auf Grund welcher Bj und b^ durch IVI und U getrennt 
oder nicht getrennt erscheinen, je nachdem a^ und bg durch M 
und U getrennt oder nicht getrennt sind. In jedem dieser beiden 
Fälle sind aber bj und b^ durch M und U nicht getrennt, 
da, der gemachten Voraussetzung gemäss, auch Bj und a^ durch 
IVI und U nicht getrennt werden. 

Liegen also in einer involutorischen Eeihe irgend zwei 
konjugierte Punkte auf derselben Seite des Centralpunk- 
tes, so kommt die gleiche Eigenschaft auch allen anderen Paaren 
konjugierter Punkte zu. Eine derartige Involution besitzt, wie 
sofort gezeigt werden wird, stets zwei reelle Doppelpunkte. 

Seien wieder M der Centralpunkt einer involutorischen Reihe 
und U deren unendlich ferner Punkt; weiter mögen a^ und a^, 
bj und b^ zwei beliebige Paare konjugierter Punkte derselben 
vorstellen. Vorläufig wollen wir keine Rücksicht daraiif nehmen, 
ob sie zu verschiedenen Seiten oder zur selben Seite des Central- 
punktes M liegen. 

Unter den obwaltenden Umständen besteht sodann (Sat/ 3 
in § 165) für die beiden projektiv! sehen Würfe: 

M(a,bjlVIU} und (asb^UM) 
die Gleichheit der Doppelverhältnisse, es wird also: 

a^M ^iJJ^^Ay_ ^^ 
bgM ■ b,U b,U '^M 

oder, da -irr,- =^ n^ = 1 ist, wn:d: 

b^ u bg u 

a.M b„M 

■ „ = — n- oder 

bjM a^M 

aiM.a2M=b,M.bgM. 
Berücksichtigen wir hierbei, dasa Bj, a^ und bj, b^ zwei 
beliebige Paare konjugierter Punkte vorstellen, so ergibt sicli 
sofort allgemein: 

a^M . agM = b^M . b,M = c,M . c^M = K^ (const) 

d. h. das Rechteck aus den Entfernungen konjugierter 
Punkte vom Centralpunkte ist unveränderlich. 
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Die Grösse K bezeiehnet man als <ieu „Modul" und K^ als 
die „Potenz" der Involution. 

Liegen konjugierte Punkte auf derselben Seite des Central- 
punktes, so besitzt die Involution zwei reelle Doppelpunkte 
zu beiden Seiten des Centralpunktes in einer dem Modul K glei- 
chen Entfernung. Es ergibt sich mithin der Satz: 

„Die Rechtecke aus dm. Entfernungen konjugierter Punkte 
einer involutorischen Seihe vom Centralpunkte der letzteren haben 
sämtlich gleichen InhaU. Liegen konjugierte Punlde auf derselben 
Seite des Cmtralpunktes, so besitzt die Involtdion zwei reelle Dop- 
pelpunkte SU beiden Seiten des Centralpunktes in einer Entfernung, 
deren Quadrat mit den genannten Bechtecken inkaltsgleich ist; liegen . 
jedoch konjugierte Punkte su verschiedenen Seiten des Centralpunk- 
tes, so sind keine reellen Doppelpunkte vorhanden." 

§171. 

Der eben bewiesene Satz bildet die Grundlage für gewisse 
einfache, metrische Konstruktionen involutorischer Punktreihen. 

Sei beispielsweise r [Kg. 144, Taf. VIE] der Träger und M 
der Centralpunkt einer „eUiptisehen Involution". So wollen wir 
aus an späterer Stelle anzuführenden Gründen jede Involution 
nennen, welche keine reellen Doppelelemente besitzt. 

Tragen wir auf der durch M senkrecht zu r gezogenen Ge- 
raden den Modul der Involution M2 auf, so ist einleuchtend, dass 
jeder rechte Winkel, wie etwa ajZaj, der seinen Scheitel in Z 
hat, oder mit anderen Worten, dasa jeder durch Z gehende Kreis 
K, dessen Mittelpunkt auf r liegt, die Gerade r in zwei konju- 
gierten Punkte dl und ä^ ^- ^- ^- ^^'^ gegebenen Involution treffen 
wird, da infolge dieser Konstruktion stets: 
a,M.agM = MP. 

Ist die Involution durch zwöi Paare konjugierter Punkte, 
a^, a^; b^, i>^ gegeben, so kann man im Schnitte der über a^a^ 
und b^bj als Durchmesser beschriebenen Halbkreise K und K' den 
Punkt Z, und in der Senkrechten von Z auf r die Potenz ZM 
sowolil als auch den Centralpunkt M erhalten. Jeder andere 
dureh Z gehende Kreis K", der seinen Mittelpunkt auf r hat, 
liefert sodann auf p zwei weitere konjugierte Punkte C^, Cjj.. 
der Involution. 

Auf Grund dieser Beziehungen ist es auch leicht, das ge- 
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meiüsehaftliche konjugierte Punktcpaar Sj, a^ zweier auf 
derselben Geraden r [Fig. 145, Taf. VIII] liegenden elliptischen 
Involutioneu zu konstruieren. 

Sind nämlich Mj und Mg die Centralpunkte dieser Involu- 
tionen und iü^l^ resp. IVIg^g (senkreebt zu f) deren Module, ao 
wird man bloss jenen Kreis K konstruieren, welcher seinen Mit- 
telpunkt auf r liat und durch die Punkte Z^ und 2^ geht. Im 
Schnitte dieses Kreises K mit r erhält mau das gesuchte Punkte- 
paar, denn es ist: 

aiMj.aaMi = "Mi2f und a^M^. 8^1«^ = i^". 

Eine ähnliche Konstruktion führt zur Ermittelung des ge- 
meinschaftliehen konjugierten Punktepaares einer ellip- 
tischen und einer hyperbolischeu Tuvolution. TTnter der 
letzteren wird eine solche mit reellen Doppelelementeu ver- 
standen. 

Seien M [Fig. 146, Taf. VIII] der Centralpunkt und MZ der 
Modul der hyperbolischen Involution, während Pflj resp. iW^Zj 
beziehungsweise den Centralpunkt und den Modul der ellipti- 
schen Involution vorstellen mögen. 

Wir zeichnen zunächst über Wiftli als Hypotenuse ein recht- 
winkliges Dreieck IViZMi in welchem die Kathete MZ dem Modul 
der hyperbolischen Involution gleich ist, fuhren hierauf durch 
Mj eine Parallele MiZj zu der Kathete M2 und tragen auf der- 
selben den Modul iVlj2j der elliptischen Involution auf. 
Legt man durch I und 2^ oiuen Kreis K, welcher seinen Mittel- 
punkt Oj auf 2M^ hat, so trifft derselbe den Träger r bereits 
in dem gesuchten Punktepaar aj, a^. Es ist nämlich einerseits 
Mia^. M^aa^^ Wl^Zj, und anderseits, da der Kreis K von MZ in 1 
berührt wird , M a^ . M a^, = M 2 ^. 

Weiter kann das gemeinschaftliche Punktepaar &^, a^ 
[Fig. 147, Taf. VTII] zweier hyperbolischen Involutionen 
auf derselheu Geraden r folgeudeimassen Lonstiuieit weiden 

Mau beschreibt aus den Centialp unkten fil und Mj mit den 
bezüglichen Moduln M2 und Mj^Z^ die Kieise | und yj uud zieht 
an die letzteren eine gemeinschaftliche Tingente t Dei ubei der 
Strecke 22^ der beiden Berühi ^ng■^punkte Z uud 2^ als Durch- 
messer beschriebene Kreis K bestimmt ani P das verlangte Punkte- 
paar a^a^; denn, da der Kreis K bezieh ungsweisf m 2 und 2^ von 
M2 resp. M^Z^ berührt wird, ist 

i^a,.Ma„:=l2"» und föl,a, [i1,a — IIV, 
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Ffir diesen letzibesprochenen Fall haben wir übrigens auch 
schon in § 136 (wie aus der zum Schlüsse dieses Paragraphen 
hingestellten Bemerkung ersichtlich ist) eine andere Konstruktion 
kennen gelernt. 

§172. 
Besondere inrolutorlsche Gebilde. 

Berücksichtigt man gleichzeitig die beiden in den §§ 120 
und 160 angeführten Satze, so wird man uninifctelhar finden, 
dass alle Paare Ton Puukten einer Geraden, welche gegen einen 
festen Punkt der letzteren symmetrisch liegen, eine luYohition 
bilden, deren Doppelpunkte der genannte feste Punkt und der 
nnendlich ferne Punkt siud. Eine solche Involution bezeichnet 
man als eine „symmdrisch-mvolutorische Punktreihe". 

Weiter bilden (Satz in § 161, und § 120) alle durch einen 
nnd denselben Punkt gehenden Strablenpaare, welche gegen 
einen festen Strahl symmetrisch sind, eine Strahleninvo- 
Intion, deren Doppelstrahlen der besagte feste Strahl und 
der zu ihm senkrechte Strahl sind. Eine derartige Involution 
pflegt man ein „symmetrisch -involutorisckes Strahlenbüschel" zu 
nennen. 

Wie leicht zu erkennen, wird ein derartiges involutorisehes 
Strahlenbüschel von einer zu dem einen oder anderen Doppel- 
atrahle parallelen (oder, was diesfalls gleichbedeutend ist, senk- 
rechten) Geraden in einer symmetrisch - involntorischen 
Punktreihe geschnitten. 

Stellen wir uns endlich vor, dass die beiden Doppel- 
punkte einer involntorischen Reihe, oder die beiden Doppel- 
strahleu eines involutorischon Strahlenbüschels in einen und 
denselben Punkt resp. Strahl zusammenfallen. 

Da jedes Paar konjugierter Elemente einer Involution durch 
die Doppelelemente harmonisch getrennt ist, so folgt, dass in 
dem besonderen, eben erwähnten Falle das eine Element eines 
Paares stets mit den Doppelelementen zusammenfällt. 

Eine solche Involution kann man sich daher stets als ein 
einfaches Grundgebilde (Punktreihe oder Strahlenbüschel) vor- 
stellen, in welchem jedes Element mit einem und demselben 
festen Elemente konjugiert ist. Eine derartige Involution 
heiast eine „degenerierte" oder, aus später zu erklärenden Grün- 
den, eine „parabolische Involution", 
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§ ns. 

DieBcchtwiiilieliiivolutioii odci" das ortliogonsü-mvoliitoviseiie 
StralilenUtüscIiel. 

Denken wir uns zwei Strahlenbilschel mit eiuem gemein- 
schaftlichen Scheitel derart aufeinander bezogen, dass jedem 
Strahle des einen Büschels der zu ihm senkrechte Strahl des 
anderen Biiaehels entspricht, so ist einlenchtend, dass je zwei ein- 
ander entsprechende Winkel gleich gross, die beiden Strablen- 
büacbel also (Satz in § 169) kongruent und projektivisch sind. 

Da ferner einem beliebigen Strahle stets der zu ihm senk- 
rechte Strahl entspricht, gleichgültig weichem der beiden Büschel 
der ei'stere angehört, so sind je zwei entsprechende Strahlen ver- 
tauschbar, die beiden Strahlenbüschel mithin zu einer Involu- 
tion vereinigt. Es gilt daher der Satz: 

„Alle Paare aufeinander senkrecht stehender, durch einen 
festen Punkt gehenden Strahlen, sind konjugierte Strahlenpaare 
mner und derselben Involution". 

Eine derartige Involution wird eine „Peehtwinkelinvolution" 
oder ein „orthogonal-involutorisches Strahlenbüschel" genannt. 

Besagte Involution besitzt zwei imaginäre Doppelstrah- 
len, da selbstverständlich zwei reelle Strahlen nicht aufeinander 
senkrecht stehen und gleichzeitig zusammenfallen können. 

Vorher wurde bereits (§ 171) gefunden, dass jede elliptisch- 
involutorische Reihe rfa^aj, b.ba, c^c, . . .) [PJg. U4, Taf. VIII] 
durch eine Rechtwinkelinvolution projiziert werden kann. Den 
Scheitel Z der letzteren fand man im Schnitte zweier Kreise K 
nnd K' , welche beziehungsweise über den Strecken zweier Paare 
konjugierter Paukte aj, a^ und bi, bg als Durehmesser be- 
schrieben wurden. 

Denken wir uns nun die .obgenaunte elliptische Reihe 
r{aia2, bjbj, C^Cs . . .) als Schnitt eines beliebigen clliptisch- 
involutorischen Strahleubüschels Sia^a^, bjb^, c^c^, . . .}. 

Durch die beiden Punkte S nnd Z lässt sich stets ein, aber 
auch nur ein Kreis Kx legen, der seinen Mittelpunkt auf p hat. 
Dieser letztbezeichuete Kreis Kx bestimmt auf dem Träger l" zwei 
konjugierte Punkte x^ und Xg. Es sind daher SXj und SXg zwei 
konjugierte Strahlen des involiitorischen Büschels S, welche 
nebsthei aufeinander senkrecht stehen, da der Kreis K, auch 
durch S geht. 
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Hieraus ist sofort zu entnehmen, dass ein elliptisch-iiivo- 
lutorisehes Strahlenbiiscliel stets ein Paar konjugierter aufein- 
ander senkrecht stehender Strahlen, aber auch nur ein solches 
Paar besitzt. Ebenso kommt einem hyperholisch-involuto- 
riseben Strahlenbüaehel nur ein Paar konjugierter aufeinander 
senkrecht stehender Strahlen zu. Letztere sind die beiden 
Winkelhalbierenden der Doppelstrahlen, da sie das einzige 
Rechtwinkelpaar repräsentieren, welches gleichzeitig die Doppel- 
strahlen harmonisch trennt. 

Besitzt sonach irgend ein involutorisches Büschel mehr als 
ein Recht winkelpaar, so muss besagtes Büschel notwendig eine 
ßechtwinkeünvolution darstellen. Es besteht hiermit der Satz: 

„Besitzt ein involtttorisehes Straklenbüschel mehr als ein Paar 
rechtwinkliger konjugierter Strahlen, so sind alle konjugierten Strah- 
lenpaare rechtwinklig, und die Involution ist eine Rechtwinkelin- 
volution." 

Denken wir uns in einer Ebene zwei beliebige Rechtwin- 
kelinvolutionen und weiter zu irgend einem konjugierten 
(also rechtwinkligen) Strahlenpaare der einen Recht winkel-In- 
Tolution die parallelen Strahlen der anderen gezogen, so sind 
diese, weil auch rechtwinklig, ebenfalls konjagiert. Nachdem das- 
selbe von irgend zwei anderen Recht winkelpaaren und weiter für 
alle mögliehen Ecchtwinkelinvolutionen gilt, so ist einleuchtend, 
dass alJe diese ß echt wink elinyolutiouen die unendlich ferne 
Gerade in einer und derselben involutorischcn Punktreihe 
treffen. Es kann daher der Satz aufgestellt werden: 

„Alle Sechtwinkelinvolutionen einer Ebene bestimmen auf der 
unendlich fernen Geraden dieser Ebene eine und dieselbe involu- 
torische Reihe." 

Diese Punktinvolution ist elliptisch, besitzt sonach keine 
reellen Doppelpunkte. Wir sollen dieselbe als die „unendlich 
ferne Orthogonal-Involution" der betreffenden Ebene bezeichnen. 

§ 174. 
Metrische Eigenschaften der Kurven zweiten Grades. 

Eine Kurve zweiten Grades kann ein dreifaches Verhalten 
gegen die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene zeigen, und zwar: 

a) Die beiden Schnittpunkte der Kurve mit der obbezeich- 
uetcn Geraden sind nicht reelh Die Kurve ist diesfalls im 
Endlichen geschlossen und heisst „Ellipse". 
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b) Diu beiden Schnittpunkte der Kurve mit der nnendlicb 
fernen Geraden sind reell und verscliieden voneinander. In 
diesem Falle besteht die Kurve a«a zwei ins Unendliche ver- 
laufenden und in den letztgenannten zwei Punkten zusammen- 
treffenden Zweigen. Besagte Kurve wird eine „Hyperbel" genannt. 
Den unendlich fernen Punkten entsprechen dann auch zwei reelle 
im Endlichen liegende Tangenten, die „Asymptoten", 

c) Die beiden Schnittpunkte der Kurve mit der unendlich 
fernen Geraden sind reell und fallen überdies zusammen oder, 
mit anderen Worten, fallen unendlich nahe aneinander. Dies- 
falls repräsentiert die unendlich ferne Gerade gleichzeitig eine 
Tangente der Kurve. Diese Kurve, welche ans einem einzigen, 
im Unendlichen sich schliessendeu Äste besteht, wird eine 
„Parabel" genannt. 

Wird eine Kurve zweiten Grades durch zwei projektiv! sehe 
Strahlenbüscbel S^ («i ßj 7^ . , .) und S^CoaßaYa ■ ■ ■) erzeugt, und 
wird weiter ein mit dem Büschel ^^{a^ii^ts ■ • ■) parallel-kongru- 
entes . Büschel SiCojjß'jfä . . .) angenommen, das seinen Scheitel 
in Sj hat, so werden die beiden Büschel Sj(a^ßjYi . , .) und 
SiC^äßWa • ■ entweder zwei reelle oder zwei imaginäre 
Doppelstrahlen besitzen. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass in den beiden erzeugenden 
Büschel Sj und Sj entweder zwei relle oder zwei imaginäre Paare 
entsprechender, und gleichzeitig paralleler Strahlen vorkommen. 
Im ersteren Falle ergeben die beiden Strahlenpaare zwei reelle 
unendlich ferne Kurvenpunkte, und ihre Eichtungen be- 
stimmen zugleich die Richtungen der entsprechende:! Asymp- 
toten; im zweiten Falle hingegen hat die Kurve keine reellen 
unendlich fernen Punkte, ist mithin eine Ellipse, 

Wird demnach eine Hyperbel durch projektiv lache Strableo- 
büschel erzeugt, so ist die Angabe einer Asymptoten richtung 
gleichwertig mit der Angabe zweier entsprechender Strahlen. 
Es kann somit der Satz aufgestellt werden: 

„Eine Hyperbel ist durch drei Punkte und die B-ichtungen 
ihrer Asymptoten vollständig gegeben." 

Bezeichnen wir allenfalls die drei gegebenen Punltte mit 
A, B, C und die Geraden, welche die Asymptotenrichtungen vor- 
stellen, mit d und e, so sind die unendlich fernen Punkte D« und 
E» zwei weitere Kurvenpunkte; die Kurve ist daher durch füuf 
Punkte gegeben. Wählt mau A und B als Scheitel zweier die 
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Kurve erzeugenden projektjyischen Bfischel, so gehen durch 
C zwei entsprechende Strahlen; ein zweites Paar entsprechender 
Strahlen erhält man als die Parallelen durch A und B zu (1, und 
eiu drittes Paar als die Parallelen durch A und B zu e, womit 
die Projettivität festgestellt ist. 

In gleicher Weise gelten die folgenden Sätze, welche durch 
blosse Spezialisierung der in § 127 und § 143 angeführten Sätze 
gewonnen werden. 

„Eine Hyperbel ist dndeidig gegeben: a) durch eine Asymp- 
tote und drei PunTäe oder Tangenten und b) durch die beiden 
Asymptoten und einen Punht oder eine Tangente." 

Da ferner eine Asymptote nichts anderes als eine Tangente 
einer Kurve zweiten Grades ist, welche einen unendlich fernen 
Berührungspunkt besitzt, so werden selbstverständlich alle 
früher bewiesenen projekti vischen Sätze über „Tangenten einer 
Kurve zweiten Grades nnd ihre Berührungspunkte" auch 
für die Asymptoten einer Hyperbel ihre volle Gültigkeit beibe- 
halten. 

§ 175. 
Die pi-ojcktMsclie Erzeugung einer Paraitel. 

In § 141 wurde nachgewiesen, dass sämtliche Tangenten einer 
Kurve zweiten Grades auf zwei fegten Tangenten stets pro- 
jektivische Punktreihen bestimmen. 

Ist diese Kurve insbesondere eine Parabel, d. h. ist die un- 
endlich ferne Gerade eine Tangente der Kurve, so wird dieselbe 
ebenfalls zwei einander entsprechende, gleichzeitig aber un- 
endlich ferne Punkte der vorgenannten Reihen bestimmen; die 
letzteren werden also (Satz in § 167) projektivisch ähnlich 
sein und es kann behauptet werden: 

„Sämtliche Tangenten einer Parabel bestimmen auf zwei festen 
Tangenten dieser Kurve zweiten Grades stets zivei projektivisch-ahn' 
liehe Meihen." 

Und umgekehrt: 

„Das Erzeugnis zweier projektivisck-äknUchen Reihen ist immer 
eine Parabel." 

Berücksichtigt man femer, dass die Träger der eine Kurve 
zweiten Grades erzeugenden Punktreihen Tangenten der Kurve 
sind, so wird man im Falle einer Parabel auch die unendlich 
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ferne Tangente als Träger der eineu Reihe aiinelmieii können. 
Mit Bezug auf die vorher (in § 166) erwähnte Darstellungs weise 
einer Pnniitreihe auf der unendlich fernen Geraden er- 
gibt sich sonach der folgende Satz: 

„Die durch die einseinen Punkte irgend einer Beihe zu den 
entsprechenden Strahlen eines mit Jener Reihe ^rojektivischen Strah- 
hnbüsdiels geführten Parallelen umhüllen eine Parabel, welche auch 
von dem Träger der Beihe berührt wird." 

Nachdem für jede Parabel die unendlich ferne Gerade 
Yon vornherein eine Tangente, also ein einfaches Bestim- 
muDgsstüek repräsentiert, so ist klar, dass zur Bestimmung 
einer Parabel vier weitere einfache Stücke {Punkte oder Tan- 
genten) genügen. 

Eine Parabel wird somit (Satz in § 143) dnrch vier Tan- 
genten eindeutig bestimmt erecteinen. Ferner ergibt sich als 
Folgerung aus dem Satze in § 136 sofort der Speziaisatz: 

,1 Durch vier gegebene Punkte gehen stets zwei Parabeln." 

Überdies haben die sämtlichen für „Tangenten einer Kurve 
zweiten Grades" bewiesenen projektivisehen Sätze (wenn auch in 
spezieller Form) ihre volle Gültigkeit für die unendlich ferne 
Gerade als Parabeltangente. 

§ 176. 

Durchmesser, Mittelpunkt, Achsen der Kui-ven zweiten 

Grades. 

Zu den wichtigsten metrischen Eigenschaften der Kurven 
zweiten Grades kann man dnrch Anwendung der vorausgeschick- 
ten, allgemein bewiesenen polaren Eigenschaften anf unendlich 
ferne Elemente gelangen. 

Sei K [Fig. 148, Taf. Vni] eine beliebige Kurve zweiten 
Grades; ferner sei P«, ein (dnrch die Richtung beliebiger pa- 
ralleler Strahlen gegebener) unendlich femer Punkt. 

Der geometrische Ort aller Punkte, welche mit P» in bezng 
auf die Kurve K konjugiert sind, ist (Satz 1 in § 152) eine Ge- 
rade d, d. i. die Polare des Punktes P«. Infolge der unend- 
lich fernen Lage des Punktes P» wird dieser Geraden d eine be- 
sondere metrische Eigenschaft zukommen. 

Ein beliebiger Strahl des Parallelbiischels P» trifft nämlich 
die Kurve K in zwei Punkten Bj und b^ und die Gerade cl in 
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einem Punkte n^. Nachdem aber tli und P» durch a, und b^ har- 
moniseli getrennt sind, folgt (Satz in § 160), daaa n, der Mittel- 
punkt der Strecke a^b^ ist. Ebenso wird jeder andere Sti'ahl 
des ParallelbnEchels P« die Kurve in zwei Punkten und die Ge- 
rade d in dem Mittelpunkte der durch diese Punlde bestimmten 
Kurvensehne treffen. 

Sind ferner von P» aus zwei Tangenten an die Kurve K 
möglich, so geht die Gerade d (Satz 1, § 152) auch durch die 
Berührungspunkte r und 3 derselben. Es besteht mithin der 
spezielle Satz: 

„ Der geometrische Ort der Mütelpunkte paralleler Sehnen einer 
Kurve zweiten Grades ist eine Gerade, welche auch durch die Be- 
rührungspunkte der beiden su Jenen Sehnen parallelen Tangenten 
geht." 

Die Gerade d wird ein „Durchmesser" der Kurve K genannt, 
und da derselbe aach der in § 155 aufgestellten Definition mit 
jeder durch ?«. gehenden Geraden konjugiert ist, bezeichnet niün 
die besagte Gerade d als den jener Parallelsehnenschar, welche 
durch d gleichzeitig halbiert wird, konjugierten Durch- 
messer. 

Im Falle die Kurve K eine Ellipse ist, liegt die unendlich 
ferne Gerade ganz ausserhalb der Kurve, und es können daher 
durch jeden unendlich fernen Punkt, also in jeder Richtung zwei 
reelle zu einander parallele Tangenten an K gezogen werden, 
d. h. jeder Durchmesser trifft die Kurve in zwei reellen 
Punkten, welche seine „Endpunkte" genannt werden. 

Ist die Kurve K eine Hyperbel, welche bekanntlich die un- 
endlicb ferne Gerade in zwei reellen Punkten schneidet, so liegt 
ein Teil der besagten Geraden ausserhalb der Kurve, und es 
können daher von den Punkten dieses Teils reelle Tangenten an die 
Kurve geführt werden; der andere Teil der onendlieh fernen Ge- 
raden jedoch fällt innerhalb der Kui-ve. Dass von den Punkten 
des letztgenannten Teils keine reellen Tangenten möglich sind, 
ist selbstverständlich. Infolge dessen entsprechen allen Punkten 
des ersten Teiles Durchmesser mit reellen Endpunkten, allen 
Punkten des zweiten Teiles dagegen Durchmesser mit imagi- 
nären Endpunkten. Aus diesem Grunde pflegt man (allerdings 
nicht mit voller Berechtigung) die erstgenannten Durchmesser als 
„reelle Durchmesser", die letzteren hingegen als „imaginäre" oder 
„ideelle Durchmesser" der Hyperbel zn bezeichnen. 
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Ist die Kurve K eine Pai'abol, so treten besondere Vorbält- 

Da nämlieh diesfalls die unendlicli ferne Gerade selbst 
eine Tangente von K ist, so repräsentiert sie stets die eine 
von den beiden durch einen beliebigen unendlicli fernen Puutt 
möglicb erweise zu fölirenden Kurventangenten, Es gibt somit 
nur eine im Endlichen liegende, durch einen unendlich fernen 
Punkt gehende {d. i. zu einer beliebigen Richtung parallele) 
Tangente. 

Die Durehmesser der Parabel als Polaren der unendlich 
fernen Punkte müssen sodann sämtlich durch den Berührungs- 
punkt der vinendHch fernen Tangente gehen, sind also durchwegs 
zu einander parallel. Es gilt sonach der Satz: 

„An eine Parabel kann in jeder Uicktung nur eine im End- 
lichen liegende Tangente gesogen werden." 

Und: 

„SämÜicke Durchmesser einer Parabel sind untereinander pa- 
rallel und gehen durch den BerührungspunJd der Parabel mit der 
unendlich fernen Geraden." 

§ 177. 

Der unendlich fernen Geraden entspricht ebenso, wie 
jeder beliebigen anderen Geraden in der Ebene einer Kurve K 
zweiten Grades, ein Pol M [Fig. 148, Taf. VIÜ] in bezug auf 
diese Kurve. 

Auf Grundlage vorausgeschickter Erörterungen (Satz 2, § 153) 
müssen sämtliche Durchmesser d, d' , . . . von K, als Polaren von 
Punkten der unendlich fernen Geraden, durch den Pol M derselben 
gehen. Nachdem ferner der Punkt M mit jedem unendlich fernen 
Punkte in bezug auf die Kurve K konjugiert ist, d. h. da auf je- 
dem Durchmesser d der Punkt M und der unendlich ferne Punkt 
P'„ die Endpunkte r und S dieses Durchmessers harmonisch 
trenneu, folgt (Satz in § 160), dass jeder Durchmesser einer 
Kurve K zweiten Grades durch den Pol M der unendlich fer- 
nen Geraden halbiert wird. Dies der Grund, weshalb M als der 
„Mittelpunkt der Kurve" bezeichnet wird. Es kann somit der 
Satz aufgestellt werden: 

„ Jede Kurve zweiten Grades besitzt einen MiUelpunfd, welcher 
der Pol der unendlich fernen Geraden ist, durch welchen alle Durch- 
messer gehen, und welcher alle Durchmesser halbiert." 
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Ist die Kurve K eine Ellipse, so liegen alle Punkte dei' 
unendlieli feraen Geraden ausaerlialb derselben, der Mittelpiintt 
der Ellipse mithin innerhalb der Kurve, und gehen durch den 
letzteren keine i-eellen Taugenten der Kurve. 

In dem Falle jedoch als K eine Hyperbel ist, also K mit 
der unendlich fernen Geraden zvi-ei reelle Punkte gemein hat, 
entsprechen den letzteren zwei reelle Tangenten d. s. die 
Asymptoten der Hyperbel. Diesfalls ist die unendlich ferne Ge- 
rade, als die dem Schnittpunkte der Asymptoten entsprechende 
Berühr an gssehne (Satz in § 152), gleichzeitig die Polare dieses 
Schnittpunktes; der letztere muss mithin mit dem Mittel- 
punkte der Hyperbel identisch sein. Aus diesem Ergebnisse 
folgt der Satz: 

„Die beiden Asymptoten einer Hypei'bel gehen stets durch den 
Mittelpunkt der letzteren." 

Wenn schliesslich die Kurve K eine Parabel ist, so ist die 
unendlich ferne Gerade eine Taugente der Kurve; ihr Berüh- 
rungspunkt muss folglich (Satz 1, § 154) gleichzeitig ihr Pol, 
also der Mittelpunkt der Parabel sein. 

Der erste Teil des vorher bewiesenen Satzes (Satz 1, § 177, 
Satz 2, § 176) hat auch hier seine Gültigkeit; der zweite Teil 
(Halbierung der Durchmesser durch den Mittelpunkt) wird bedeu- 
tungslos, da der Mittelpunkt der Parabel in unendlicher 
Entfernung liegt und nebstbei ein Punkt der Kurve seibat ist. 

§ "8- 

Ans Früherem wissen wir, dass jeder Punkt in der Ebene 
einer Kurve K zweiten Grades (§ 157) der Scheitel eines 
polarinvolutorischea Strahl eubüsehels in hezug auf diese 
Kurve ist. 

Von besonderer Wichtigkeit ist jenes polarinvolutonsehe Bü- 
schel, dessen Scheitel der Mittelpunkt der Kurve K ist. 

So wie im allgemeinen Falle zwei Strahlen, von welchen 
der eine durch den Pol des anderen (und selbstverständlich auch 
umgekehrt) geht, als konjugierte Strahlen in bezug auf die 
Kurve K definiert wurden, ebenso definieren wir nun im beson- 
deren Falle zwei „konjugierte Durchmesser" der Kurve als solche, 
von welchen der eine durch den Pol des andern geht, oder 
was (auf Grand der in § 176 angestellten Betrachtungen) dasselbe 
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ist, deren jeder das zum anderen Durchmesser parallele Seliiieii- 
system halbiert. 

Alle Paare konjugierter Durchmesser einer Kurve zweiteii 
Grades bilden (nach § 157) ein involutorisehes Stralilenbüscbel, 
dessen Scheitel der Mittelpunkt der Kurve ist, und dessen 
Doppelstrahlen die durch den Mittelpunlit gehenden Kurven- 
tangenten sind. Dieses involutorische Büschel heisst die 
„Durchmesserinvolution" der Kurve zweiten Grades. 

Ist die Kurve eine Ellipse, so sind deren unendlich ferne 
Punkte, sowie auch die vom Mittelpunkte ausgehenden Knr- 
ventangenten imaginär. Die Durehmesserinvolution hat daher 
keine reellen Doppel strahlen. Dies ist auch der Gruad, 
warum man allgemein jede Involution, welcJie imaginäre Dop- 
pelelemente besitzt, als eine „elliptische Involution" bezeichnet, 

Ist die Kurve zweiten Grades eine Hyperbel, so gehen durch 
den Mittelpunkt derselben zwei reelle Tangenten, die Asymp- 
toten der Kurve, Diese Asymptoten repräsentieren die reellen 
Doppelstrahlen der Durchmesserinvolution, Man pflegt 
daher jede Involution, welche, reelle Doppelelemente besitzt, 
eine „hyperbolische Involution" zu nennen. 

Jede Asymptote, als Doppelstrahl der Durehmesserinvolu- 
tion, stellt zwei vereinigte konjugierte Durchmesser oder 
einen mit sich selbst konjugierten Durchmesser vor. Der 
in § 120 bewiesene erste Satz nimmt demnach, im Falle der An- 
wendung desselben auf die Durehmesserinvolution einer Hy- 
perbel, folgende Form an: 

„Jedes Paar konjugierter Durehmesser einer Hyperbel ist durch 
die Asymptoten harmonisch getrennt." 

Aus diesem Satze kann anstandslos ein weiterer Satz abge- 
leitet werden. Ist nämlich K [Fig. 149, Taf. VIII] eiue Hyperbel, 
sind flj, Sg deren Asymptoten, und ist g eine beliebige Gerade in 
der Ebene der Kurve, so wird diese die Hyperbel in den Punkten 
a^ und a^ und die Asymptoten in den Punkten a, und «g schneiden. 

Denken wir uns den zur Geraden g parallelen Durchmesser 
d' der Hyperbel, und den mit d' und g konjugierten Durchmesser 
cl gezogen, so wird der letztere (Satz 1 in § 176) die Gerade g 
in dem Halbierungspunkte der Sehne 3,3^ treffen, und weiter 
werden, wie vorher bewiesen wurde, 5^, c^, d und d' vier harmo- 
nische Strahlen bilden. Infolge des in § 160 aufgestellten Satzes 
ist nun auch der Mittelpunkt der Strecke a^ct^ und sind folg- 
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lieh die Stücke a^a^^ und iX2^_ einandoi gleich Es Lp^tclit dem- 
nach der Satz: 

„Die zwischen einer H^pethd und detcn Aii/m^fulen liefen- 
den Stücke eimr helieUgen Geiaden sind stets gleich lang" 

§ 179. 

Es wurde nachgewiesen (§ 173), dass jedes involutorischo 
Strahl enhiiscliel ein aber aiich nur ein Paar aufeinander 
senkrecht stehender konjugierter Strahlen besitze, vor- 
ausgesetzt, dass man es nicht speziell mit einer Reehtwinkel- 
involution zu thun hat. 

Wenden wir diese Eigenschaft auf die Durchmesserinvo- 
lution einer Kurve zweiten Grades an, so finden wir, dass 
die letztere stets zwei aufeinander senkrecht stehende konjugierte 
Durchmesser besitze. Da jeder dieser beiden Durchmesser die zu 
ihm senkrechten (also die zum zweiten Durchmesser parallelen) 
Sehnen der Kurve halbiert, die letztere folghch symmetrisch 
teilt, so bezeichnet man diese Durchmesser als die „Symmetrie- 
achsen" oder kurz als die „Achsen" der Kurve zweiten Grades. 
Mithin gilt der Satz: 

„Jede Kurve zweiten Grades besitzt zwei Jconjugierte aufeinan- 
der senkrecht stehende Durchmesser, d. i. zwei Achsen < 



Ist die Kurve eine Ellipse, ao hat jede der beiden Achsen 
zwei reelle Endpunkte, welche die „Scheitel" der Kurve heissen. 
Die Tangenten in den Scheiteln einer Axe sind stets senkrecht 
zu der letzteren. 

Im Falle einer Hyperbel sind die beiden Achsen, als das ein- 
zige rechtwinklige, konjugierte Durchmesser paar (Satz in § 161 
und Satz 1 in § 178), gleichzeitig die Winkelhalbierenden der 
Asymptoten. Wie weiter den in § 176 angestellten Betrachtungen 
zu entnehmen ist, hat die eine Achse mit der Hyperbel zwei 
reelle Punkte, die andere hingegen zwei imaginäre Punkte 
gemein. Ans diesem Grunde bezeichnet man die eratere als die 
„reelle" die letztere dagegen als die „ideelle Achse" der Hyperbel. 

Eine Parabel besitzt (in dem Sinne, wie bei der Ellipse und 
Hyperbel aufgefasst) keine Paare konjugierter Durehmesser, da 
(Satz 2, § 155) diesfalls die uuendiich ferne Gerade den mit 
jedem Durchmesser konjugierten Durchmesser repräsentiert. Es 
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fällt mitlim auch die eine Achse mit der uiiendlicli fernen Geraden 
zusammen. Hiernach existiert bloss eine im Endlichen liegende 
Achse, und zwar ist dieselbe jene Gerade, welche das zu dem Pa- 
rallelbüsehel der Durchmesser senkrechte Sebnensystem halbiert. 



§ 180. 

Der Kreis als Kurve zweiten Grades und die imaginih-en 

uiiendlieli fernen Kreispuiiltte einer Ebene. 

Nehmen wir auf irgend einem beliebigen Kreise K [Fig. 150, 
Taf. VIII] zwei willkürliche Punkte Sj und S^ als Scheitel zweier 
Strahlenbüschel an, und ordnen wir solche Strahlen dieser beiden 
Büschel einander als entsprechend zu, welche durch dieselben 
Punkte A, B, C-.. des Kreises K gehen, so wird die Beziehung 
dieser Strahleubüschel eine projektivische sein. 

Sind nämlich SjA und S, B irgend zwei Strahlen des einen 
Büschels, SjA und S^B die ihnen entsprechenden Strahlen des 
anderen Büschels, so sind die beiden einander entsprechenden 
Winkel (SjA, S^B) und (S^A, S^B) als Peripheriewinkel über einem 
und demselben Kreisbogen AB stets einander gleich. Hieraus folgt 
unmittelbar, dass die beiden Büschel kongruent und mithin 
(Satz in § 169) gleichzeitig projektivisch sind. Daher besteht 
der Satz: 

„Jeder Kreis Jcann auf unendlich viele Arten durch projek- 
tivisch -kongruente Straklenbüschel erzeugt werden und ist daher 
eine Kurve zweiteti Grades." 

Da, wie aus der Elementargeometrie bekannt, jeder Kreis- 
dnrehmesser die zu ihm senkrechte Sehnenschar halbiert, also mit 
dem zn ihm senkrechten Kreisdurchmesser konjugiert ist, so ist 
die Durch messeriuvolution eines jeden Kreises eine „Becht- 
mnkelinvoltttion", und je zwei aufeinander senkrecht stehende 
Durchmesser können gleichzeitig als Achsen des Kreises betrachtet 
werden. 

Umgekehrt kann jede beliebige Rechtwinkelinvolution 
als Durchmesserinvolntion aller jener Kreise betrachtet 
werden, deren Mittelpunkte mit dem Seheitel dieser In- 
voliition zusammenfallen. 

Wird mm in Berücksichtigung gezogen, dass die unendlich 
fernen Punkte zweier konjugierter Durchmesser einer Kurve 
zweiten Grades stets zwei in bezug auf diese Kurve konjugierte 
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Punkte dntl, daas mithin die Polarinvolation eiuer beliebigen 
Kurve zweiten Grades auf der unendlich fernen Geraden der 
Schnitt der letzteren mit der Dnrchmesserinvolution dieser Kurve 
sein muss, und wird ferner berücksichtigt, dass alle Rechtwinkel- 
involutionen infolge ihrer gegenseitigen Parallelität auf der un- 
endlich fernen Geraden eine und dieselbe involntoriache 
Punktreihe bestimmen, so folgt unmittelbar, dass die letztge- 
nannte involufcorisehe Reihe die gemeinschaftliche Polarin- 
volntion aller in der Ebene liegenden Kreise vorstellt. 

Nachdem aber (Satz in § 156) die imaginären Doppel- 
punkte dieser Involution, d. h. die nuendlich fernen Punkte der 
imaginären Doppelstrahlen aller iteehtwinkelinvolutionen allen 
Kreisen der Ebene gemeinsehaftlich sind, so besteht der Satz: 

„Alle Kreise einer Ebene gehen durch zwei feste imaginäre 
Punkte der unendlich fernen Geraden dieser Ebene, und zwar 
durch die (gemeinschaßUcken) unendlich fernen Punkte der imagi- 
nären Doppelstrahlen aller Rechtwinkelinvolutionen der genannten 
Ebene." 

Aus vorliegendem Grunde bezeichnet man diese beiden Punkte 
als die „imaginären unendlich fernen Kreispunhte" oder kurz als 
die „Kreispunkte" der betreffenden Ebene, 

Der aufgestellten Definition entsprechend kann demnach jede 
imaginäre, durch einen der Kreispunkte gehende Gerade als „Dop- 
pelstrahl" irgend einer Rechtwinkelinvolution, oder mit 
Büeksieht auf den Begriff der letzteren, als die Vereinigung 
zweier imaginären aufeinander senkrecht stehenden 
Strahlen aufgefasst werden. 

§ 181. 
Die Brennpunkte einer Kurve zweiten Grades. 

In § 157 wurde nachgewiesen, dass jeder Punkt in der Ebene 
einer Kurve zweiten Grades der Scheitel eines polarinvoluto- 
rischen Strahlenbüschels ist, dessen (reelle oder imaginäre) Dop- 
pelstrahlen die beiden (reellen oder imaginären) von jenem 
Punkte ausgehenden Kurventangeuten sind. 

Es fragt sieh nun, ob es in der besagten Ebene der Kiiyve 
solche Punkte gebe, für welche die bezeichnete Polarinvolution 
gleichzeitig eine Rechtwiukelinvolution wird. 

Vor allem ist einleuchtend, dass die imaginären Doppel- 
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siralilen einer derartigen Reclitwinkelinvolutioa einerseits Tan- 
geuteu der betreffenden Kurve seien, und dass dieselben anderseits, 
wie aus der Schlussbemerkung des vorhergehenden Paragrapha er- 
klärlich, durch die beiden Kreispnnkte der Ebene gehen. 

Wenn also derartige Punkte existieren, so müssen es die 
vier Schnittpunkte jener beiden imaginären Tangenten- 
paare sein, die von den beiden Kreispunkten der Ebene der 
Kurve zweiten Grades an die letztere gezogen werden können. 

Bevor wir darauf übergehen, zu untersuchen, ob diese Punkte 
alle reell oder alle imaginär, oder teilweise (paarweise) reell 
und imaginär sind, wollen wir noch einige Betrachtungen über 
ihre allgemeine Lage anstellen. 

Zunächst ist klar, dass ein Pnnkt, dessen Polarinvolution be- 
züglich einer Kurve zweiten Grades eine Reehtwinkelinvolntion 
sein soll, nicht ausserhalb der Kurve liegen kann, da in 
diesem Falle die Doppel strahlen der Polarinvolution, als die durch 
den bezeichnoteu Punkt gezogenen Tangenten, stets reell sind. 

Ferner ist unschwer zu erkennen, dass ein derartiger Punkt 
nur auf einer Achse der Kurve liegen kann, indem, wenn dies 
nicht der Fall wäre, der durch den besagten Punkt gehende 
Durchmesser, sowie auch die durch ihn gehende mit diesem Durch- 
messer konjugierte Sehne der Kurve, ein Paar nicht aufeinander 
senkrecht stehender konjugierter Strahlen vorstellen würden, was 
bei einer Rechtvvinkelinvolution unmöglich ist. 

Wird nun auf einer der Achsen wirklich ein reeller Punkt 
gefunden, welcher den Scheitel einer rechtwinkligen Polarinvolu- 
tion vorstellt, so existiert, iufolge der Symmetrie der Kurve 
gegen ihre beiden Achsen, notwendig noch ein zweiter reeller 
Punkt gleicher Eigenschaft auf derselben Achse, welcher selbstver- 
ständlich mit dem ersteren symmetrisch gegen den Kurven- 
mittelpunkt liegen wird. 

§ 182, 

Sei K [Fig. 151, Taf. VIII] eine beliebige Kurve zweiten 
Grades, M ihr Mittelpunkt; XX und YY seien ihre beiden Achsen. 

Wir wählen zunächst einen beliebigen Durchmesser d der 
Kurve und auf diesem irgend einen Punkt P. Die Polare p des 
Punktes P ist bekanntlich parallel zu dem mit d konjugierten 
Durchmesser und möge allenfalls die Achse XX in Bj, die Achse 
YY dagegen in bj treffen. Weiter führen wir durch den Pol P die 
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Serikrecbte s zu der ihm zugehövigGii Polare p, wodiireh als 
Schnittpunkte von s mit den beiden Achsen XX und YY die be- 
zßglichen Punkte a^ und bg erhalten werden. 

Die beiden Geraden p und s repräsentieren (Definition in 
§ 155) zwei konjugierte Polaren in bezug auf die Kurve K, 
welche Polaren gleichzeitig anfeioander senkrecht stehen; ihr 
Schnittpunkt m wird im allgemeinen auf keiner der beiden 
Achsen liegen. 

Denken wir uns den Punkt P auf dem Durchmesser d be- 
weglich, ao wird man, allen möglichen Lagen desselben entspre- 
chend, auf gleiche Weise wie vorher, unendlich viele Paare 
konjugierter und gleichzeitig aufeinander senkrecht stehen- 
der Geraden p und S erhalten. 

Hierbei werden alle Geraden p, als parallel zu dem mit d 
konjugierten Durchmesser (Satz in g 158). ein mit der Punktreihe 
P... auf d projektivisches Parallelstrahlenbüschel bilden, 
und weiter werden alle Geraden s, als senkrecht zu den Geraden 
p, ein zweites Parallelstrahlenbüschel erzeugen, welches die Reihe 
P , . , projiziert, also mit dem Büschel der Geraden p gleichfalls 
projektivisch sein wird. Hieraus folgt aber, dass auch die 
sämtlichen Reihen, welche von den Punkten a^, a^, bj und bg 
auf XX resp. YY beschrieben werden, als Schnitte von XX und YY 
mit den beiden projektivisehen Parallelstrahlenbüscheln (p . - -) 
und (s...) untereinander projektivisch sind. 

Es ist leicht au zeigen, dass einerseits die beiden Reihen 
(a^ . . .) und (a^ . . .) eine Involution auf XX, und anderseits die 
beiden Reihen (bj . . .) und (b^ . , .) eine Involution auf YY bil- 
den; denn lässt man P mit dem Mittelpunkte M der Kurve zu- 
sammenfallen, so gelangt a^ auf XX in unendliche Entfei'nung, 
während a^ mit M zusammenfällt. Wählt man hingegen für P 
den unendlich fernen Punkt P=c von d, ao tritt an die Stelle 
von aj der Mittelpunkt M^ und an die Stelle von a^ der unend- 
lich ferne Punkt von XX, 

Nachdem also IVI und der unendlich ferne Punkt von XX 
zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen (a^ , . .) und 
(ag . . .) sind, und es auch dann bleiben, wenn man sie vertanseht, 
so sind (§ 119) die genannten beiden Reihen auf XX sra einer In- 
volution vereinigt, deren Centralpnnkt (§ 170) der Kurven- 
mittelpnnkt M ist. In gleicher Weise findet man, dass auch 
die beiden Reihen (bj . . .) und (b^ . . .) auf YY eine Involution 
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bilden, deren Centralpuukt gleicliialls durcli doii Kurven mittel- 
punkt M vertreten erscheint. 

Man kann sicli nun sofort durch unmittelbare Anschauung 
die Überzeugung Terscliaffen, dass, welches auch immer die Lage 
der beiden rechtwinkligen Geraden p und S sein mag, ihre 
Schnittpunkte mit der einen Axe (iu Fig. 151, Taf. VIII die 
Scliuittpunkte a^ und a^ mit XX) stets auf derselben Seite von 
M, und ihre Schnittpunkte mit der anderen Achse (also b^ und bg 
aiif YY) immer zu verschiedenen Seiten von M liegen müssen, 
dass also die eine Involution [in Fig. 151 (a^a^ . . .)] stets eine 
hyperbolische mit reellen Doppelpunkten, die andere dagegen 
[in Fig. löl (bjbg .. .)] stets eine elliptische mit imaginären 
Doppelpunkten sei. 

Weiter liefern die beiden rechtwinkligen Dreiecke Ma,bj und 
Ma^bg die Beziehung: 

Ma,:Mbi = Mb3:IWa2 oder 
Mai-Mas^Mb.-Mba, 
welche aussagt, daas (Satz in § 170) die beiden Involutionen 
(a^a^ . . .) und (b^b^ . . . ) den gleichen Modul besitzen. 

Beschreibt mau endlieh über b^bg als Durehmesser den Kreis 
Y, so scheidet derselbe die Gerade XX in den Doppelpunkten 
Fl und Fj der Involution (a^a^ . . .); denn (Satz in § 170) ea ist: 
MFf =. JHFf = Mb, ■ Mbs = Kn^ ■ Mag. 

Da der Doppelpunkt F, zwei konjugierte Punkte a^ iiud 
Bg der Involution (a^ag . . .) auf XX vereinigt, so gehen durch 
denselben zwei zu p und S parallele, also aufeinander senkrecht 
stehende konjugierte Geraden der Kurve K. Ein zweites Paar 
solcher Geraden ist aber offenbar durch die Achse XX selbst und 
durch die zu ihr senkrechte durch F^ gehende Gerade repräsen- 
tiert. Der Funkt F^ ist mithin (Satz 2, § 173) der Scheitel 
einer rechtwinliligen Polariuvolution. Dasselbe gilt auch 
von dem zweiten Doppelpunkte Fg und ebenso auch von den 
beiden imaginären Doppelpunkten F| und ¥', der Involu- 
tion (bibg . . .) auf YY. 

Nachdem wir aber in Vorhergegangenem, von den Kreis- 
punkten ausgehend, gezeigt haben, dass überhaupt nicht mehr 
als vier derartige Punkte vorhanden .sein können, so müssen 
die besagten Kreispunkte eben die vorgenannten vier Punkte 
^11 Fj, Fj und F' sein. Mau würde daher zu den nämlichen vier 
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Punkten (also siiieli 7ai deiiselbeu Involutionen (a, a^..) nnd 
(bjb^ . . .) auf XX und YY) auch dann gelangen, wenn man dem 
nrspriinglicli gewäblten Dui'chmesser d jede beliebige an- 
dere Lage gegeben hätte. Die vorbezeichneten vier Punkte 
heissen die „Brennpunkte" der Kurve K zweiten Grades, Es 
besteht sonach der Satz; 

„In der Ebene einer Jeden Kurve zweiten Grades gibt es vier 
Brennpunkte, das sind Punkte, welche Scheitel rechtteinkligei^ Polar- 
inmlutionm filr diese Kurve sind. Zwei dieser Punkte sind reell 
und liegen auf der einen Achse der Kurve symmdriseh gegen dm 
Mittelpunkt, während die beiden anderen imaginär sind und auf 
der zweiten Achse der besagten Kurve liegen." 

Die Achse, welche die reellen Brennpunkt« enthält, pflegt 
mau daher auch die „Brennpunktsachse", die andere hingegen die 
„Nebenachse" der Kurve zweiten Grades zu nennen. 

§ 183. 

Aus der beliebigen Annahme des Dnrehmessers cl und des 
Punktes P auf demselben ist zu entnehmen, daes auch die beiden 
Geraden p und S zwei beliebige zu einander senkrechte und in 
bezng auf K konjugierte Strahlen vorstellen. Es folgen somit aus 
den vorstehenden Betrachtungen noch folgende zwei Sätze: 

„Legt man durch die beiden Punkte, in welchen irgend zwei 
zu einander rechtwinklige in bezug auf eine Kurve zweiten Grades 
konjugierte Geraden die Nebenachse dieser Kurve treffen, und durch 
den Schnitt der beiden letztgenannten Geraden einen Kreis, so geht 
dieser stets durch die beiden reellen Brennjnmkte der Kurve." 

Und umgekehrt: 

„Verbindet man die beiden Punkte, in welchen ein beliebig 
durch die Brennpunkte einer Ktirve zweiten Grades gelegter Kreis 
die Nebenachse der Kurve schneidet, mit einem beliebigen Punkte der 
Kreisperipherie, so erhält man stets zwei rechtwinklige konjugierte 
Polaren der Kurve." 

§184. 

Aus den eben bewieseneu Sätzen lassen sieh auch mit Leich- 
tigkeit die aus der Elementargeoraetrie bekannten Eigenschaf- 
ten der Brennpunkte ableiten. 

Sei wieder K [Fig. 152, Taf. VIII] eine Kurve zweiten Grades 
und P ein beliebiger Punkt in ihrer Ebene. Wird durch P und 
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durch die beiden Brenupankte F^ und Fg ein Kreis y gelegt, so 
wird dieser die Nebenacliae in zwei Panlcten b^ und b^ schneiden, 
welche, den vorstehenden Sätzen gemäss, mit P verbunden zwei 
rechtwinklig konjugierte Polaren ergeben, oder mit anderen 
Worten, die beiden Geraden Pb^ und Pb^ repräsentieren das kon- 
jugierte Rechiwinkelpaar jener Polarinvolutiou, welche 
ihren Scheitel in P hat. 

Nach den Ausführungen in § 173 sind sodann diese beiden 
Geraden auch die Winkelhalbierenden der Doppelstrablen 
dieser Polarinvolution, d. h. die Winkelhalbierenden der von P aus 
gezogenen Kurventangenten t^ und t^. Verbindet man weiter P 
mit den Brennpunkten F^ und Fg, so sind, infolge der gleichen 
Bögen F^bg und F^b^, die Peripheriewinkel FiPbj und F^Pb^ ein- 
ander gleich; die beiden Geraden Ptoj nnd Pb^ sind somit auch 
die Halbierenden des Winkels F^PFg. Daher gilt der Satz: 

„Das von einem PwnMe an eine Kurve zweiten Grades ge- 
sogene Tangenteiipaar und das von demselben PunMe nach den bei- 
den Brennpunkten geführte Sirahlenpaar besitzen dieselben Winhel- 
haibierenden, oder mit anderen Worten, die eine Tangente bildet 
mit dem nach dem änen Brennpunkte gezogenen Strahle denselben 
Winkel, tote die zweite Tangente mit dem nach dem anderen Brenn- 
punkte gehenden Strahle." 

Liegt der Punkt P insbesondere auf der Kurve K selbst, so 
ist seine Tangeute und seine Normale das einzige Paar der 
durch ihn gehenden reehtwinklig-konjugierten Polaren, 

Die von den Brennpunkten nach dem Karvenpunkte geführten 
Strahlen heissen diesfalls die „Brennstrahlen" oder die „Vectoren" 
des Kurvenpunktes; der eben bewiesene Satz erhält daher nach- 
stehende besondere und bekannte Form: 

„Die Brennstrahlen eines Punhtes einer Kurve zweiten Grades 
bilden gleiche Winkel mit der diesem Punkte entsprechenden Tan- 
gente, sotvie auch mit der zugehörigen Normalen." 

§ 185. 

Bezeichnen wir die Berührungspunkte von t^ und t^ [Fig- 152, 
Taf. VIII] beziehungsweise mit pj und p^, so sind, dem eben aiis- 
len Satze gemäss, die Brennstrahlen F^Pj und F^Pj gegen 
I geneigt. Trägt man ferner auf der Verlängerung von 
FgPi die Strecke Piai = PjF^ auf, so. ist F,aiP^ ein gleichsehenk- 
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liches Dreieck, es steht also die Gerade Fja^ senkrecht zn Xi und 
wird durch t^ in ß^ halbiert. Zieht man weiter die Gerade Pct,, 
so ist auch ^ a^Ppi = ^p^PF^, und a^P;=FjP. Wird in glei- 
cher Weise auf der Verlängerung vou FjP^ die Strecke p2a2 = p3F2 
aufgetragen und a^ mit P verbunden, so wird aus gleichen Grün- 
den ^ a^Ppg^^^PäPF^ und o^P^FäPsein. 

Nachdem weiter (Satz 1 in § 184) die Winkel PiPF^ und PaPFg 
einander gleich sind, folgt auch die Gleichheit der (doppelt so 
grosseu) Winkel «iPF^ und a^PFg, sowie die Gleichheit der Win- 
kel a.PFg und a^PFi. 

Diese Betrachtungen führen zu dem Schlüsse, dass die beiden 
Dreiecke aiPF^ und ctgPFj kongrueut, mithin die Strecken F^a^ 
und F^ttj gleichlang sind. Der durchgeführten Konstruktion 
gemäss repräsentieren aber diese Strecken nichts anderes als die 
Summe der den Punkten p^ und pg entsprechenden 
Brennstrahlen. 

Berücksichtigt man nun, dass die beiden Punkte p, und p^ 
zwei ganz beliebige Kurvenpunkte repräsentieren, so folgt 
aus der Gleichheit der Brennstrahlen summen der besagten Punkte 
ganz allgemein die Gleichheit oder Konstanz der Brennstrahlen- 
summen aller Kurvenpunkte. Wählt man statt Pg beispielsweise 
den einen Endpunkt A der Brennachse, so wird auch für diesen 
Punkt F^A -l-F^A = FiPs-|-Fgpi sein. 

Ist B der zweite Endpunkt der Brennpunktsachse , so ist 
F,A = F,B und mithin F^A + F^A = Fgß + F^A = AB. Hieraus 
folgt der bekannte Satz: 

„Die (algebraische) Brennstrahl-ensumme eines beliebigen Funkies 
einer Kurve sweiten Grades ist stets der Lihige der Brennpunkts- 
achse gleich/' 

Ohne uns hier in eine nahezu gleichlautende Wiederholung 
des Beweises einzulassen mag nur kurz erwähnt werden, dass im 
Falle einer Hyperbel an die Stelk- der ßrenustrah leusumme 
die Brennstrahlendifferenz tritt. 



Äua den beiden kongruenten Dreiecken ajPF^ und «gPFj 
[Fig. 152, Taf. Vnij folgt weiter auch die Gleichheit der Winkel 
PajFg und PF, a^. Ferner sind die Winkel Pa^F^ und PF^Pj 
einander gleich, es wird mithin dasselbe auch von den Winkeln 
p^FjP und paFiP gelten, und daher der Satz bestehen: 
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„Die von einem Brennpunkte einer Kurve zweiten Grades nach 
zwei belieUgen Kurvenpunkten gezogenen Strahlen sckUessen einen 
Wifikd ein, dessen eine Winkelhalbierende stets durch den Schnitt- 
punkt der beiden, jenen Kurvenpunkten entsprechenden Tangenten 
geht." 

§ 187. 

Sind ti und ta [Fig. 153, Taf. VIII] zwei beliebige Tangenten 
einer Kurve K zweiten Grades, a^ imd a<j deren Berührungspunkte, 
F der eine Brennpunkt der Kurve, und sehneidet eine hoUebige 
dritte (bewegliche) Tangente tj mit dem Berührungspunkte X die 
festen Tangenten t^ und t^ in a^ resp. ctg, so ist nach dem eben 
bewiesenen Satze Fa^ die eine Winkelhalbierende des Winkels 
a^Fx, und Fctg die eine Halbierende des Winkels a^Fx, mithin 
^ ajFa2= |- ^a^Fa^, Nachdem aber a-, und a^ als fest ge- 
dacht werden, muss ^ a^Fo^ eine konstante Grösse besitzen, 
welches aach die Lage der Tangente tu sein mag; es gilt daher 
der Satz: 

„Die Stücke samtttütet Tangenten uner Kurve zweiten G) ades, 
welche von zwei festen Kiiroentangenten begrenH bind, erscheinen 
von mnem BretmpunUe de/ Kuite aus gesehen untet einem und 
demselben Winkel " 

Ö 188 

Verbindet man den Mittelpunkt IW [Fig. lo2, Tat. MII] dei 
Kurve zweiten Grades mit dem Fasspunkte ß^ des vom Breun- 
punkte Fj auf die Tangente Tj gefällten Perpendikels, so wird, da 
F^I« = F3M und Fißj=a^ßi ist, notwendig Mßi=^ F^a^^^ AB, 
d. i. gleich der halben Brennpunktsachse sein. Hiernaoh 
besteht der Satz: 

„Der Fusspunki des von dnem Brennpunkte einer Kurve zwei- 
ten Grades auf eine beliebige Tangente gefällten Perpendikels liegt 
stets auf dem über der Brennpunktsachse als Durchmesser beschrie- 
benen Kreise." 

Ist die Kurve speziell eine Parabel, die Brennpunkts- 
achse also unendlich gross, so tritt an die Stelle des eben 
genannten Kreises die Tangente der Parabel in dem im End- 
lichen liegenden Scheitel, und man erhält dcmnaeh folgenden 
Spezi aisatz : 

„Der Fusspunlä des vom Brennpunkte einer Parabel auf eine 
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Tangente der lauteren gßfiüUen Perpmdilcels liegt stets in der 



Auf Grund des vorhergehenden allgemeineren Satzes lässt 
sich leicht die Ächsenbestimmnng einer durch einen Brenn- 
puukt und drei Tangenten gegehenen Kurve zweiten Grades 
vollziehen. Man wird nämlich durch die Fusspunkte der vom 
Brennpunkte aus auf die drei Taugenten gefällten Perpendikel 
einen Kreis legen, und die Breunpunktsachse der Lage und 
Grösse nach als deji durch den Brennpunkt gezogenen Durch- 
messer dieses Kreises erhalten. 

§ 189. 

GemeinsehaftlicLe Punkte und Tangenten zweier Kurven 

zweiten Grades. 

Nachdem eine Kurve zweiten Grades dnrch fünf Punkte 
vollständig und eindeutig gegeben ist, so kann man durch 
vier beliehig angenommene Punkte a, b, c, d unendlich viele 
derartige Kurven legen, indem mau dem zu wählenden fünften 
Punkte beliebige Lagen erteilt 

Hieraus folgt unmittelbar, dass zwei Kurven zweiten Grades 
nicht mehr als vier Punkte gemein haben können, ohne zu- 
sammen zu fallen. 

Aus der Kontinuität zweier projekti vischen Strahlen büschel 
ergibt sich auch die Kontinuität einer Kurve zweiten Grades 
(als das Erzeugnis zweier solcher Büschel), d. h. jede Kurve zwei- 
ten Grades zeigt eine stetige in sich zurückkehrende Auf- 
einanderfolge von Punkten, gleichgültig, ob dabei, wie bei der 
Hyperbel und der Parabel, ein Durchgang durch das Un- 
endliche stattfindet, oder ob das letztere, wie bei der Ellipse, 
nicht der Fall ist. 

Haben nun irgend zwei geschlossene Kurven einen reellen 
Punkt gemein, so entnehmeu wir schon der blossen Anschauung, 
dass dieselben mindestens noch einen zweiten reellen Punkt 
gemeinschaftlich besitzen müssen, jedoch auch jede beliebige wei- 
tere gerade Anzahl reeller Punkte gemein haben können. 

Es können mithin zwei Kurven zweiten Grades ent- 
weder keine, zwei, oder vier reelle Paukte, nie aber einen 
oder drei Punkte gemein haben. 

Setzen wir nun voraus, zwei Kurven K^ und Kg [Fig. 154, 
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Taf. VIII] zweiten Gcades mögen in Jer TLat durch die beiden 
reellea Punkte Sj und Sg gehen, so ist die Möglichkeit vor- 
handen, dass sie entweder noch weitere zwei reelle Schnittpunkte 
oder aber auch keinen mehr besitzen. Es fragt sich daher, wie 
das Eintreten des letzteren Falles aufzufassen sei. Um dies zu 
konstatieren, denken wir uns die beiden Kurven K^ und K^ auf 
; Weise erzeugt. 

Ein beliebiger durch S^ geführter Strahl a^ hat mit den bei- 
den Kurven Kj und Kg ausser dem Punkte Sj noch je einen zwei- 
ten Punkt, und zwar mit K^ den Punkt Aj und mit Kg den Punkt 
Ag gemein. Diese beiden Punkte verbinden wir mit Sg durch die 
Strahlen «g und ix\. Erteilt man dem Strahle durch S^ eine an- 
dere Lage, etwa jene ß^, so ergeben sich in gleicher Weise zwei 
Punkte B^ und Bg, und ebenso zwei durch diese letzteren Punkte 
gehende Strahlen ßg und ^\, so dass, wenn nach und nach alle 
mögliehen Strahlen herangezogen werden, man zwei Strahlen- 
büscbel S2(agßg . . .) und Sg{a5ß5 . . .) erhält, welche beide mit 
dem Strahlenbüschel Si(a^ßi . . .), also auch untereinander pro- 
jektivisch sind, und mithin zwei reelle oder zwei imaginäre 
Doppelstrahlen besitzen müssen. 

Sind diese Doppelstrahlen reell, so geht jeder von ihnen 
durch einen von Sj und S^ verschiedenen reellen gemeinachaft- 
iichen Punkt, nämlich durch jenen Punkt, in welchen dieser Dop- 
pelstrahl von dem ihm im Büschel Sj(ajßi . . .) entsprechenden 
Strahle geschnitten wird. In diesem Falle haben beide Kurven 
K^ und K^ viel leelle gemeinschaftliche Punkte. 

Sind hingegen die vorgenannten Doppelstrahlen imaginär, 
so existieren ausser Sj und S^ keine weiteren reellen Schnitt- 
punkte von Kj und Kg Da wir jedoch die Existenz imaginärer 
Doppelstiahlen annehmen, folgt hieraus auch die Existenz zweier 
imaginärer Schnittpunkte von K^ und Kg, so dass auch in 
diesem Falle die beiden Kurven K^ und Kg vier gemeinsame Punkte 
besitzen, von welchen jedoch zwei reell und zwei imaginär sind. 

Dieser Anschauungsweise gemäss nimmt man endlich auch 
au, dass zwei Kurven zweiten Grades, welche keinen ein- 
zigen reellen Punkt gemein haben, sich in vier imaginären 
Punkten schneiden. 

Betrachtungen, welche den eben angestellten dual entspre- 
chen, führen bezüglich der gemeinschaftlichen Tangenten 
zweier Kurven zweiten Grades zu gleichen Resultaten. Man findet 
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auch Her wieder, dass zwei solche Kurven stets vier gemein- 
schaftliche Tangenten besitzen, welche entweder alle reell 
oder alle imaginär, oder aber paarweise reell und paarweise 
imaginär sein können. 

§ 190. 

Gemeinschaftliche Poldreieekc zweier Karven zweiten 

Grades; Berührung zweier Kurven zweiten Grades. 

Wenn zwei Kurven K^ und Kg [Fig. 155, Taf. VIII] zweiten 
Grades vier relle gemeinschaftliche Punkte a, b, c, d besitzen, 
so ist das Diagonaldreieck MNR jenes vollständigen Viereckes, 
dessen Eckpunkte a, b, c, d sind, offenbar ein Poldreieck oder 
ein sich selbst konjugiertes Dreieck beider Kurven K^ und Kj. 

Auch in dem Falle, als Kwei Kurven zweiten Grades vier 
reelle gemeinschaftliche Tangeuten besitzen, existiert ein 
gemeinsames Polardreieob, und zwar ist dieses wieder das 
Diagonal dreieck jenes vollständigen Vierseites, dessen Seiten 
die genannten vier Tangenten sind; denn das besagte Diagonal- 
dreieek ist (nach Satz 2, § 129) gleichzeitig auch ein Diagonal- 
dreieck zweier Vierecke, von welchen das eine der Kurve K^, das 
andere dagegen der Kurve K^ eingesehrieben ist. 

Die Existenz gemeinschaftlicher Pole und Polaren, resp. 
gemeinschaftlicher Foldreiecke zweier Kurven zweiten Grades lässt 
sich jedoch auch ganz allgemein, ohne Bücksicht auf die Realität 
gemeinschaftlicher Punkte und Tangenten dieser Kurven, nach- 
weisen, 

Denken wir uns zum Behuf dieses Nachweises in der Ebene 
der beiden Kurven K, und K^ [Fig. 155, Taf. VITI] eine beUebige 
Gerade g angenommen, und seien beziehungsweise G^ und Gg deren 
Pole für die genannten Kurven. 

Bestimmen wir zunächst den Ort jener Punkte, welche mit 
den Punkten der Geraden g in hezug auf beide Kurven K^ und Kg 
gleichzeitig konjugiert sind. 

Wählen wir auf Q einen beliebigen Punkt P, so ist der geo- 
metrische Ort aller mit P konjugierten Punkte in bezug auf K^ 
die Polare Pj von P für diese Kurve. Dieselbe geht" bekanntlich 
durch den Pol 6^. 

In gleicher Weise repräsentiert die durch G^ gehende Polare 
Pg des Punktes P in bezug auf K^ den geometrischen Ort aller 
mit P bezüglich dieser Kurve K^ konjugierten Punkte. 
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Die beiden Geraden p, iind Pg sclinekleii sich in einem Piinlite 
P' , welch letzterer mit P sowohl in bezTig auf die Kurve K^, ala 
aiieh in hezug auf die Knrve K^ konjugiert ist. In gleicher Weise 
ergibt sich an jedem beliebigen anderen Punkte P von g ein kon- 
jugierter Punkt P' , und der Ort aller Punkte P' ist, wie sich 
leicht zeigen lässt, eine Kurve Sg zweiten Grades, 

Während nämlich der Punkt P die Gerade g durchianft, be- 
schreiben (Satz in § 158) die beiden Polaren P[ und p^ zwei mit 
der Reihe P . . , auf g, also auch untereinander projekti- 
visehe Büschel, welche die Punkte Gj und Gg als Scheitel be- 
sitzen. 

Das Erzeugnis dieser beiden Büschel, d. i. der geometrische 
Ort der Punkte P' , ist mithin eine durch Gj und G2 gehende 
Kurve Sg zweiten Grades. 

Denken wir uns irgend eine zweite beliebige Gerade fi an- 
genommen, deren Pole in bezug auf die Kurve Kj und K^ be- 
ziehungsweise Hl und Hg heissen mögen. Der geometrische Ort 
aller Punkte, welche mit den Punkten der Geraden h in bezug 
auf beide Kurven Kj und K^ zugleich konjugiert sind, ist offenbar 
Tiieder eine Kurve 2h zweiten Grades, welche durcli die Punkte 
Hj und Hg gehen vrird. 

Die beiden gefundenen Kurven Sg und Sh sehneiden sich in 
vier Punkten, von welchen, wie unschwer nachzuweisen, min- 
destens das eine Paar reell sein muss, die aber auch alle reell 
sein können. 

Da nämlich die beiden Geraden g und h stets einen reellen 
gemeinschaftlichen Punkt S besitzen, so müssen notwendig auch 
die beiden Kurven 2g und Sh jenen reellen Punkt S' gemein 
haben, welcher mit S in bezug auf Kj und K^ konjugiert ist, 
welcher also den Schnitt der Polaren von S in bezug auf K^ und 
K3 repräsentiert. 

In diesem Falle haben aber (nach § 189) die beiden Kurven 
2g und 2h notwendig noch einen zweiten reellen Schnitt- 
punkt, oder es können ausser dem erstgenannten noch drei 
reelle Schnittpunkte vorhanden sein. 

Sei M ein derartiger reeller gemeinschaftlicher Punkt von 2g 
und Sh. Gemäss der Entstehung der letztbezeichneten Kurven 
muss M mit einem gewissen Punkte Mg von g und mit einem ge- 
wissen Punkte Mh von h in bezug auf die beiden gegebenen Kur- 
ven K^ und K^ konjugiert sein. 
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Daraus folgt aber, dass die Gerade IWglHh die Polare des 
Punktes M sowohl in bezug auf die Kurve K^, als auch in bezug 
auf die Kurve K^ ist, oder mit anderen Worten, dass M einen 
gemeinechaftlichen Pol, und die Gerade MgMh eine gemein- 
schaftliche Polare von K^ und K^ voratellt. Sind auch die 
beiden übrigen Schnittpunkte N und R der beiden Kurven Sg und 
Sh reell, so repräsentieren dieselben zwei weitere reelle ge- 
meinsebaftliehe Pole. Wären jedoch R und N imaginär, so 
existieren auch zwei imaginäre gemeinschaftliche Pole. 
Dieselben werden selbstverständlich auf der vorgefundenen ge- 
meinschaftlichen Polare MgMh liegen. 

Wir wissen nämlich, dass alle Paare konjugierter Punkte von 
MgMh in bezug auf die Kurve Kj eine Involution Jj (Satz, § 156), 
und desgleichen sämtliche Paare konjugierter Punkte von MgMh 
in bezug auf Kg eine Involution Jg bilden. Diese beiden Involu- 
tionen besitzen (§ 171) ein Paar gemeinschaftlicher konjugierter 
Punkte N und R (reell oder imaginär). Dann ist aber die Polare 
von N in bezug auf K-, und K^ die Gerade MR, und die Polare 
von R in bezug auf K, und Kg die Gerade NM, d. h. N und R 
sind zwei reelle oder imaginäre gemeinschaftliche Pole der 
Kurven K-, und Kg. 

Nachdem die beiden Hilfskurven 2g und 2h zweiten Grades 
ausser dem Punkte S' überhaupt nur drei weitere Punkte gemein 
haben können, ohne zusammen zu fallen, so folgt aus den vorstehen- 
den Betrachtungen, dass zwei Kurven zweiten Grades K^ und 
Kj im allgemeinen nur drei ,, gemeinschaftliche Pole und Po- 
laren" besitzen, welche stets ein „gemeinschaftliches Polar- 
dreieck" dieser Kurven bestimmen. 

Einer der drei gemeinschaftlichen Pole und selbstverstäoid- 
lich auch die entsprechende gemeinschaftliche Polare sind 
stets reell, die beiden anderen gemeinschaftlichen Pole und Po- 
laren können reell oder imaginär sein. 

Im Falle die beiden Kurven K^ und K^j zweiten Grades vier 
reelle gemeinschaftliche Punkte oder vier reelle gemeinschaft- 
liche Tangenten besitzen, kann ihr gemeinschaftliches Pol- 
dreieek kein anderes sein, als das Diagonaldroieck des voll- 
ständigen Viereckes resp. Vierseites, welches von den ge- 
nannten vier Punkten oder Tangenten gebildet wird. 

Es gibt jedoch einen Ausnahmsfall, entsprechend einer 
besonderen gegenseitigen Lage zweier Kurven zweiten Grades, 
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in welchem es iinendlicli viele gemeinschaftliche Pole und 
Polaren gibt. Wir werden diesen fall in der Folge kennen 
lernen. 

§ 191. 

Besitzen zwei Kurven zweiten Grades zwei reelle gemein- 
schaftliche Punkte a und b, welche gleichzeitig unendlich nahe 
aneinander liegen, so ist die Verbindungsgerade t dieser beiden 
Punkte eine Tangente heider Kurven, und die Vereinigung (ab) 
derselben ihr „gemeinschaftlicher Berührungspunkt". Man 
sagt, dass sieh diesfalls die Kurven selbst in einem Punkte (ab) 
„berühren". 

Ausser den Punkten a uud b, welche zum „Berührungs- 
punkte" vereinigt sind, können beide Kurven noch zwei weitere 
reelle Punkte C und d gemein haben, Ballen auch diese unend- 
lich nahe aneinander, so gibt es noch eine zweite gemein- 
schaftliche Tangente t' mit dem gemeinschaftlichen Berüh- 
mngspunlcte (cd). 

Zwei Kurven zweiten Grades, welche die letztgenannte be- 
sondere Lage besitzen, heissen „Kurven istveiten Grades mit dop- 
pelter Berührung" oder „sich doppelt -berührende Kurven zweiten 
Orades." 

Setzen wir voraus, K^ und K^ [Pig. 156, Taf. VIII] seien 
zwei sich doppelt berührende Kurven zweiten Grades; A und 
B seien ihre gemeinschaftlichen Berührungspunkte und ta, tb die 
zugehörigen gemeinschaftlichen Tangenten. 

Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass der Schnittpunkt S 
von ta und tb eiu gemeinschaftlicher Pol, und die Berüh- 
rungssehne S = AB die ihm entsprechende gemeinschaftliche 
Polare beider Kurven K, und Kg sei. Weiter ist aber auch 
jeder Punkt P dieser Berührungssehne S ein gemeinschaft- 
licher Pol beider Kurven. Denn bestimmt man Jonen Punkt P' , 
welcher mit P das Punktepaar AB harmonisch ti'cnut, so repräsen- 
tiert die Verbindungsgerade p der beiden Punkte S und P' die 
Polare von P sowohl in bezug auf K,, als auch in hezug auf 'Kg. 
Ein Gleiches gilt offenbar von jedem anderen Punkte der Geraden 
AB. Durch die eben angestellteu Betrachtungen und jener der 
vorhergehenden zwei Artikel gelangen wir demnach zu dem Satze : 

„Zwei in derselben Ebene liegende Kurven zweiten Grades be- 
sitzen stets vier gemeinschaftliche Punkte und vier gemeinschaftliche 
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Tangenten. Sowohl die ersteren als auch die letisteren Mnmn ent- 
weder alle vier reell, oder swei reell, zwei imaginär, oder endlich 
alle vier imaginär sein. Weiter besitzen beide Kurven stets drei 
gemeinschaftliche Pole, wovon der eine immer reeÜ sein muss, die 
beiden anderen aber reell oder imaginär sein Mnnen. Die drei 
gemeinschaftlichen Pole bilden ein gemeinschaßUches Polardreiecli 
beider Kurven. Im Falle die vier gemeinschaftlichen Punkte oder 
Tangenten beider Kurven sämtlich reell sind, ist das gemeinschaft- 
liche Polardreieck gleichzeitig das Diagoncddreiech des von jenen 
vier PnnMen resp. vier Tangenten gebildeten vollständigen Viereckes 
oder Vierseites." 

„Berühren sich die beiden Kurven zweiten Grades doppelt, so 
ist nicht nur der Schnittpunkt ihrer gemeinschaftlichen Tangenten 
ein gemeinschaftlicher Pol, sondern es gibt ausserdem noch unend- 
Uch viele gemeinschafUiche Pole, d. s. die Punkte ihrer gemein- 
schaftlichen Berührungssehne." 



VI. Kapitel. 

Die kollineare Verwandtschaft zweier ebenen 
Systeme, und die speziellen Formen derselben. 

§ 192. 

Deu im ersten und zweiten Kapitel gepflogenen Erörterungen 
entnelimen wir, dass die Centralprojektion eines telietigen ebenen 
Gebildes, sobald die Lage des letzteren gegen die Bildebene und 
das Projettionscentram bekannt ist, vollständig in der Weise be- 
stimmt sei, dass jedem Punkte des Originales nur ein einziger 
Punkt der Centralprojektion und umgekehrt entspreche, und dase 
weiter ebenso jeder Geraden des Originales nur eine einzige Ge- 
rade der Centralprojektion und umgekehrt, u. s. w. entspricht. 
Ferner fanden wir, dass je zwei entsprechende Geraden, d. h. Ori- 
ginalgerade und deren Centralprojektion, einen Punkt der Bild- 
flächtrace der Ebene jenes Gebildes gemein haben, welcher als 
mit seiner Centralprojektion zusammenfallend anzusehen ist. 

Es ist selbstverständlich, dass diese Beziehung zwischen einem 
ebenen Gebilde und seiner Centralprojektion ohne weiteres eine 
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vertaaschbare aei, indem man ebenso gut das als Ceatralpro- 
jektion erhaltene Gebilde als „Originalgebilde" und das ursprüng- 
liche Original gebilde als dessen Centralprojektion auffassen kann. 

In dieser allgemeineren Auffassung von der Bedeutung als 
„Centralprojektion" abgesehen, haben wir eine „gegensei- 
tige Verwandtschaft" zweier ebenen Gebilde, oder noch all- 
gemeiner, zweier „ebenen Systeme" vor uns, welche durch 
folgende Merkmale charakterisiert erseheint. 

Es liegen zwei Ebenen Ej und E^ in gegebener gegenseitiger 
Lage vor. Diese Ebenen werden als „Trägerebenen" zweier 
„ebenen Systeme", d. i. als Inbegriff aller in ihnen liegenden 
Pnnkte, Geraden, Polygone, Kurven u. s. w. gedacht. Besagte 
Systeme sind genau so aufeinander bezogen wie dieses in der 
Centralprojektion durch Zuhilfenahme eines festen ausserhalb der 
Ebenen Ej und E^ liegenden Punktes C geschah. 

Jedem Punkte aj des Systems S^ in der Ebene E^ entspricht 
sodann ein, aber auch nur ein einziger Punkt 32 des Systems S^ 
in der Ebene E^ d, i, der Schnittpunkt der letzteren mit dem 
Strahle Cai, nnd umgekehrt. Jeder Geraden g^ des Systems Sj 
entspricht im Systeme Sg eine, aber auch nur eine einzige Ge- 
rade g^, d. i, der Schnitt der Ebene E^ mit der (projizierenden) 
Ebene (C, g^) und umgekehrt, so zwar, dass je zwei entsprechende 
Punkte von Sj und Sg stets auf einem durch C gehenden Strahle, 
und je zwei entsprechende Geraden von S, und S^ stets in einer 
durch C gehenden Ebene liegen. 

Was speziell die Schnittgerade A der beiden Trägerebeoen 
E, nnd E^ betrifft, so ist jeder Punkt derselben ,,sich selbst- 
entsprechend", denn in ihm fallen immer die Schnittpunkte 
von Ej und Eg mit einem durch C gehenden Strahle zusammen. 
Ebenso ist auch die Gerade A eine ,,sich selbstentsprechende" 
Gerade der Systeme Sj m\d S^; denn sie vereinigt in sich die 
Schnitte der Trägerebenen mit der durch C gehenden Ebene (C, A). 

Die auf diese Weise hergestellte Beziehung der beiden Systeme 
Sj und Sg wird eine „perspelctwisch-lcoIUneare Verwandtschaß" 
dieser Systeme genannt. Der Punkt C, welcher die Rolle des ver- 
mittelnden Prqjektionscentrums spielt, heisst das „ KolUneationscm- 
trum", und die Gerade A, in welcher sich die Trägerebenen E^ 
und Eg schneiden, wird als die sich „selbstentsprechende Gerade" 
oder als die „KolUneationsachse" bezeichnet. 

Ferner sind noch besonders zu erwähnen: die „KoUineations- 
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strahlen" d. s. aüe durch das Kollineationecentrum geheuden Strali- 
len, und weiter „TiolUneare Elemente und Gebilde" d. h. „sich ent- 
sprechende" Elemente {Punkte und Geraden) und Gebilde der 
beiden Systeme Sj und Sj. Diese letzteren selbst pflegt mau 
„perspeMimsch-kolUneare Systeme" zu nennen. 

§ 193. 
Die weiteren wesentlichen Eigenschaften der perspekti- 
vischen Kollineation zweier ebenen Systeme ergeben sich 
aus der soeben aufgestellten Definition und aus elementaren ste- 
reometrischen Eigenschaften, sowie auch aus der Oentralprojektion, 
indem man die bereits bekannten Beziehungen zwischen Punkten, 
Geraden und Ebenen unmittelbar verwertet. 

So ergibt sich ohne weiteres, dass einem Punkte und einer 
durch ihn gehenden Geraden des einen Systems stets wieder ein 
Punkt und eine durch den letzteren gehende Gerade des zweiten 
Systems entspricht; dass der Verbindtmgsgeraden zweier beliebigen 
Punkte des einen Systems die Verbindungsgerade der entsprechen- 
den Punkte des zweiten Systems; dass ferner dem Schnittpunkte 
irgend zweier Geraden des einen Systems der Schnittpunkt der 
entsprechenden zwei Geraden im anderen Systeme; dass weiter 
einem Dreiecke wieder ein Dreieck, einem vollständigen Viereck 
oder Vierseit mit seinem Diagonaldreieek beziehungsweise wieder 
ein vollständiges Viereck oder Vierseit mit seinem Diagonaldrei- 
eck; einem tl-eck wieder ein n-eek u. s. w. entspricht. 

Man kauu dies kurz dnrch folgende Satze zum Ausdrucke bringen. 

„Zwei einander perspelctmsch-kolUnear entsprechende Gebilde 
sind stets gleichartig, d. h. dieselben sind aus .einer gleichen An- 
zahl von gleichartigen Elementen auf genau Übereinstimmende Weise 



Und (nach der in § 104 gegebenen Erklärung): 
„Sind zwei Elemente irgend eines ebenen Systemes m ind- 
denter Lage, so befinden sich auch die ihnen entsprechenden Ele- 
.mente eines mit dem genannten Systeme hollinearen ebenen Systems 
in incidenter Lage." 



Aus dem letztangeführten Satze kann sofort eine weitere 
wichtige Eigenschaft, die projektivisehen Gebilde betreffend, 
, werden. 
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Bezeichnet in dem einen von zwei perspektivisch -kollinearen 
Systemen S^ und Sg, beispielsweise in S^, die Gerade r^ den 
Träger einer Ponktreilie aibiC,.,., so werden den Elementen 
Hl, b^, Cj . . , der letzteren im Systeme S2 wieder die Elemente 
a^, bj, Cj , . , einer Punktreihe entsprechen, deren Träger die der 
vorgenannten Geraden Pj kollinear entsprechende Gerade Tg ist. 

Nachdem die beiden einander kollinear entsprechenden 
Pnuktreiheu i^i^L'^i ■ ■ ■) und (agb^Cj . , .) Schnitte der Geraden 
Tj und Tg mit einem und demselben Strahlenbüsehel (welches 
seinen Seheitel im Kollineationscentrum hat, also von Kollinea- 
tionsstrahlen gebildet ist) vorstellen, so sind dieselben gleichzeitig 
perspektivisch. 

Denken wir uns ferner in einem von zwei kollinearen ebenen Sy- 
stemen S^ und 83, etwa in S^, ein Strahlenbüschel Mi(a^ß]i',...), 
welches seinen Scheitel in dem Punkte Mj haben möge. 

Wie vorher nachgewiesen wurde, wird diesem Strahlenbüschel 
im Systeme S^ ein gleichartiges Gebilde, d. i. wieder ein Strah- 
lenbüschel tüsi'^i^s'iü ■ ■ ■) entsprechen, und weiter werden (nach 
dem letztauagesprochenen Satze) auch die Scheitel M^ und M^ 
beider Strahleubüschel koUiuear entsprechende Punkte sein. 

Berücksichtigen wir ferner, dasa je zwei entsprechende Strah- 
len Kj und Oj, ßi und ßg, 7^ und Y^ . . . stets einen Punkt 
a, b, C . . . der aelbstentsprechenden Geraden oder Kolli- 
neationsachse A gemein haben, so folgt, dass beide zu der 
Punktreibe (abc.,.) von A perspektivisch sind. 

Lassen wir die früher (in § 1 06) aufgestellte Definition zweier 
perspektivischen Strahlenbüschel, als ,, Scheine oder Projek- 
tionen einer und derselben Punktreihe", auch in dem Falle 
gelten, wenn die besagten zwei Büschel in verschiedenen Ebenen 
liegen, so können wir nun auch behaupten, dass irgend zwei ein- 
ander kollinear entsprechende Strahlenbüschel stets per- 
spektivisch sind, und dass ilir „perspektivischer Durch- 
schnitt" in der Kollineationsachse liege. 

Der in § 100 aufgestellte Satz liefert ohne weiteres die Eigen- 
schaft, dass vier harmonischen Punkten kollinear- stets wieder 
vier harmonische Punkte und vier harmonischen Strahlen 
kollinear stets wieder vier harmonische Strahlen entsprechen. 

Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen, die wir jedoch 
an dieser Stelle, ihrer grossen Einfachheit halber, unterdrücken 
wollen, gelangt mau ganz allgemein zu dem Resultate, dass, so- 
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bald zwei ebene Syateme S^ und S^ perspektivisch kolli- 
near sind, irgead zwei perspektivischen oder projektiviachen Grund- 
gebildeo von Si stets wieder zwei untereinander perspektivische 
oder projektivische Grundgebilde im Systeme S^ kollinear 
entsprechen und umgekehrt; daas weiter einem iuvoluto- 
rischen Gebilde wieder ein solches, und dass einer Kurve zwei- 
ten Grades ebenfalls eine solche entspreche; dass ferner, wenn 
Kl und Kg zwei sich kollinear eataprechende Kurven zweiten Gra- 
des repräsentieren, und Pj^ und p^ beziehungsweise der Pol und 
die Polare in bezug anf K^ sind, auch die kollinear entsprechen- 
den Elemente Pg und p^ den Pol und die Polare bezüglich K^ 
darstellen u. a. w. Alles dies lässt aich mit wenigen Worten in 
nachstehendem Satze resümieren: 

„Sind zwei ebene Systeme perspektivisch holUnear aufeinander 
bezogen, und besitzen irgend welche Gebilde in dem einen Systeme 
einen beliebigen rein projektivischen Zusammenhang, so stehen auch 
die denselben im zweiten Systeme kollinear entsprechenden Gebilde 
in derselben projektivischen Beziehung." 



§ 195. 

Sind E^ und Eg die Trägerebenen zweier perspektivisch kol- 
liuearen Systeme S^ und S^; C das Kollineationseeuti'um , und 
führt man duich letzteies die beiden Ebenen Pi und Pu parallel 
zu E^ resp. Eg, so schneiden dieselben die Trägerebenen Eg resp. 
E^ in den zur Kolhneation-jachse A parallelen Geraden G^ resp. H^. 

Der Kollineationsstiahl, welcher nach einem beliebigen Punkte 
Ug der Geraden G^ gefnhrt wird, ist stets parallel zur Träger- 
ebene Ej, schneidet dip'.elbe mithin in einem unendlich fernen 
Funkte Uj, welcher dem Funkte iig entspricht. Hieraus folgt, 
dass die Gerade G^ dei Oit aller jener Punkte des Systems S^ 
ist, welche den unendlich fernen Punkten von Sj entsprechen, 
oder mit andeien Weiten die Gerade Gg des Systems S^ ent- 
spricht der unendlich fernen Geraden des Systems S^. 

In gleicher Weise findet man, dass die Gerade H^ des 
Systems Si der unendlich fernen Geraden des Systems S^ 
kollinear entspricht. 

In anderer, spezieller Bedeutung haben wir diese beiden Ge- 
raden gelegentlich der centralprojektivischeu Darstellung einer 
Ebene (§7 und §11) als ,,Fluehttraee" und „Spurgerade" 
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kenuen gelernt. Mit Eüekeicht auf die in § 166 gewählten Be- 
zeiebnungen nennen wir die beiden Geraden G2 und H^ die 
„Gegenachsen" der kollinearen Systeme Sj und S^. 

Die Bedeutung der beiden Gegenachsen für metriscb-pro- 
jektivische Beziehungen ist leicht erkenntlich. So findet mau 
beispielsweise unmittelbar durch Anwendung des Ineidenzsatzes 
(Satz 2, § 193), dass jene Punkte, iu welchen die Träger zweier 
kollinearen Punktreihen die beiden Gegenaehsen treffen, die ,, Ge- 
genpunkte" dieser Reihen sind. 

Stellen ferner K^ und K2 zwei einander kollinear entspre- 
chende Kurven zweiten Grades vor, und ist Mj der Pol von Hj in 
bezug auf Kj, so wird (Satz in § 194) der entsprechende Punkt 
Mg der Pol der unendlich fernen Geraden in bezug auf K^, 
d. h. der Mittelpunkt von Kg sein. Zwei durch M^ gehenden 
iu bezug auf K^ konjugierten Geraden werden sodann kollinear 
zwei durch M^ gehende in bezug auf K^ konjugierte Geraden, d. i. 
zwei konjugierte Durchmesser von K^ entsprechen, n. s. w. 

§ 196. 
Besondere Formen der perspektivischen KoUineation. Per- 
spektivische Alinlickkeit, Affinität nnd Kongruenz. 

Wenn die Trägerebenen Ej und E^ zweier perspektivisch 
koUinearen Systeme insbesondere parallel sind, so liegen deren 
Schnitt, d. h. die Kollineationsaehse A und die beiden Gegen- 
achsen, als Schnitte der Ebenen Ej nnd Eg mit den zu ihnen 
durch das Eoiliueationscentrum parallel gelegten Ebenen, im Un- 
endlichen, oder mit anderen Wort-en: die (gemeinscbaftlicbe) 
unendlich ferne Gerade der beiden kollinearen Systeme 
ist sich selbsteutspreehend. 

Je zwei einander kollinear entsprechende Geraden sind unter- 
einauder parallel, da sie die Schnitte der parallelen Trägerebenen 
E^ und Eg mit einer und derselben durch das Kolli neationsceutrum 
gehenden Ebene repräsentieren. 

Eine weitere Folge hiervon ist, dass je zwei einander kol- 
linear entsprechende Winkel, d. h. Winkel, welche von 
Paaren entsprechender Geraden gebildet werden, gleich 
gross, und mithin je zwei einander entsprechende Gebilde der 
beiden Systeme „ähnlich" sind. 

Diese besondere kollineare Beziehung wird daher auch als 
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„perspektivische Ähnlichkeit" bezeichnet; hierbei tritt also au die 
Stelle des Kollineatiouscentrums das „Ähnlichkeitscmtni/m". 

Eine andere besondere Form perspektivischer KoUineation er- 
gibt sich aus der Voraussetzmig , dass zwar die Trägerebenen E^ 
und Eg der beiden Systeme nicht zu einander parallel sind, dass 
jedoch das Kolliueationseenfcrnin in unendlicher Ferne 
liegt und daher sämtliche KoUiueationsstrahlen dieselbe — sonst 
beliebige — Richtung besitzen. 

In diesem Falle liegen die beiden unendlich fernen Geraden 
der Trägerebenen E^ und E^ in einer und derselben durch das 
(unendlich ferne) Kollineatiouscentrum gehenden Ebene, d. i. in 
der unendlich fernen Ebene selbst, stellen somit zwei einander 
eutsprecbende Geraden vor. Hieraus folgt einerseits, dass keine 
(im Endlichen liegenden) Gegenacbsen vorhanden sind, und ander- 
seits, dass jedem unendlich fernen Punkte des eiuen Sy- 
stems vrieder ein unendlich ferner Punkt des anderen Sy- 
stems zugeordnet ist, oder was dasselbe bedeutet, dass irgend 
zwei parallelen Geraden des einen Systems zwei parallele Ge- 
raden des anderen Systems entsprechen. 

Diese Verwandtschaft (welcher in der darstellenden Geo- 
metrie die Parallelprojektion entspricht) 'he\ssiA\t> „Affinität" 
oder die „affinperspektivische Beziehung" zweier ebenen Sy- 
steme. Die Schuittgerade der Trägerebenen wird diesfalls die 
„Äffinitätsachse" und die parallelen Strahlen, welche entspre- 
chende Punkte verbinden, werden die „Äffinitätssfrahlen" genannt. 

Endlich ergibt sich noch eine dritte besondere Form kolli- 
nearer Beziehung, wenn man die bezüglich der Ähnlichkeit und 
der Affinität gemachten speziellen Annahmen gleichzeitig gelten 
lässt, d. h. wenn man zwei parallele Trägerebenen und 
überdies ein unendlich fernes Kollineationscentrnm voraus- 
setzt. Dass in diesem Falle je zwei emandei kolhneai entspre- 
chende Gebilde ,, kongruent" sind, bedarf nicht eist emeo be- 
sonderen Nachweises. Zwei derart aufeinander bezogene ebene 
Systeme pflegt man als „affin-kongruent" zu bezeichnen 

§ 197. 

Konlokale kollineare Systeme oder elieiie perspektiviselie 

Kolliiicatioii. 

Denkt njan sich die Trägerebeuen zweier kollinearen Systeme 
in einer und derselben Ebene E vereinigt, und setzt man 
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ein ausserhalb E liegendes KoIlineatioDseentrum C voraus, so ist 
die kolliaeare Beziehung einfach dadurch charakterisiert, daaa jeder 
Punkt mit seinem zugeordneten Punkte unmittelbar zusammen- 
fällt, oder dass die beiden Systeme vollkommen identisch sind. 
Äudera gestaltet sich die Sache dann, wenn überdies auch 
noch das Kollineationseentrum C in die beiden vereiuigten 
Trägerebenen verlegt wird. Es fragtsich diesfalls, ob unter der 
gemachten Voraussetzung wirtlieh eine Kollineatioii denkbar 
sei, d. h. ob, mit Rücksicht auf die in den vorhergehenden Artikeln 
gegebenen Definitionen, zwei in einer und derselben Ebene liegende 
ebene Systeme derart aufeinander bezogen werden kijnnen, dasa: 

a) gleichartigen Elementen und Gebilden wieder gleichar- 
tige Elemente und (Tebilde entsprechen: 

b) dass je zwei entsprechende Punkte auf einem durch einen 
festen Punkt gehenden Strahle liegen, und 

c) dass sieh je zwei entsprechende Geraden in irgend einem 
Punkte einer festen Geraden schneiden. 

Wie ohne weiteres einzusehen, hat man bloss zwei perspek- 
tivisch kollineare ebene Systeme im Räume auf eine Ebene 
zu projizieren, um in der letzteren die in Rede stehende Ver- 
wandtschaft zu erhalten. 

Die beiden aufeinander bezogenen Systeme sind nämlich dies- 
falls die Projektionen der beiden ebenen Systeme im Räume; 
der feste Punkt, durch welchen die Verbindnngsgeraden entspre- 
chender Punkte gehen, ist die Projektion des Kollineatious- 
centrums, und die feste Gerade, in welcher sich enteprechende 
Geraden sehneiden, ist die Projektion der Kollineations- 
achse, d. h. der Sehnittgeraden der beiden Trägerebenen im 
Baume. Dies genügt, um die Möglichkeit der vorangeführten 
Beziehung zweier in derselben Trägerebene vereiuigten 
Systeme darzuthuu. 

Diese Verwandtschaft bezeichnet man als „ebene perspektivische 
Kollineaiion" oder kurz als „KolUneaUon" der beiden Systeme im 
engeren Sinne. Dieselbe ist für projektivische Konstraktionen 
und Untersuchungen von grösster Wichtigkeit, daher wir uns mit 
derselben näher beschäftigen wollen. 

Sei C [Fig. 157, Taf. VIII] das Kollineationseentrum, AA die 
KoUineationsachse , und seien a^ und a^ zwei einander entspre- 
chende Punkte der beiden Systeme S^ und S^. 

Mit Hilfe dieser Elemente kann zu jedem beliebigen Punkte 
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bj von Sj der kollinear entsprechende Punkt b^ von Sg gefunden 
werden und umgekehrt. Durch die genannten Elemente (C, A, a^, a^) 
ist sonach die kollineare Beziehung vollkommen festgestellt; denn 
verbindet man a^ mit bj durch die Gerade 1^, welche die IColH- 
neationaachse A in d schneiden möge, so wird dieser GSeraden Ij 
im Systeme S^ die Verbindunga gerade 1^ von a^ mit dem au be- 
stimmenden Punkte bg entsprechen. Nachdem aber die Gerade l^ 
auch durch d gehen muss, wird dioaelbe als die Verbind unga ge- 
rade von Sg und d bestimmt eracheinen. Da endlich je zwei ent- 
sprechende Punkte stets auf einem durch das Kolhaeationscentrum 
C gehenden Strahle liegen, so erhält man bg im Schnitte von 
Ig =^ a^d mit dem Strahle Cb^. In gleicher Weise kann zu jedem 
anderen Punkte von S^ der entsprechende Punkt in S^, .und eben- 
so umgekehrt, zu jedem Punkte von Sg der entsprechende Punkt 
von S^ konstruiert werden. 

Wenn von zwei kolliiiearen Systemen S^ und S^ drei Paare 
entsprechender Punkte ai,ag; b^, bg und c^iC^, welche selbst- 
verständlich auf drei durch einen und denselben Punkt C (das 
Kolline ationscentrum) gehenden Strahlen liegen müssen, als be- 
kannt vorli^en, so ist hierdurch die koUineare Beziehung zwischen 
Si und Sg ebenfalls vollständig festgestellt; denn im Schnitte der 
einander entsprechenden Verbindungsgeraden a^b, und agbg erhält 
man einen, und im Schnitte der einander entsprechenden Verbin- 
iden ajC^ und a^Cg einen zweiten Punkt der KoUinea- 
iss sich auch die Geraden bjC^ und bgCg in einem 
Punkte dieser Kollineationsachse schneiden müssen, wurde bereits 
anderweitig bewiesen (1, Fnndamentalsatz, § 91). 

Ebenso leicht überzeugt man sich, daas drei Paare ent- 
sprechender Geraden (deren Schnittpunkte selbstverständlich 
auf einer und derselben festen Geraden, d. i. der Kollineations- 
achse liegen müssen) die kollineare Verwandtschaft voll- 
kommen bestimmen, indem das Kolli neationacentrum im Schnitte 
jener Strahlen erhalten wird, welche die Schnittpunkte entspre- 
chender Geradenpaare verbinden. (Man vergleiche diesbezüglich 
den 2. Fnndamentalsatz, § d2.} 

Sind C und A [Fig. 157, Taf. VIII] wieder beziehungsweise 
das Kollineationscentrum und die KoUineationaachse ; sind femer 
Ij und Ig irgend zwei einander entsprechende Geraden, und zieht 
man durch das Kollineationscentrum C einen zu Ig parallelen 
Strahl, so trifft dieser die beiden Geraden 1^ und Ig in zwei 



y Google 



— 243 — 

einander entsprechenden Piinkten, und zwar die Gerade l| in dem 
Pnnkte v^, die Gerade 1^ dagegen in deren unendlich fernen 
Punkt V^. 

Da zwei Geraden, wovon die eine durch v^ die andere durch 
V" geht, sich stets entsprechen werden, wenn sie sich in einem 
Punlde der KolKneationsachse A sohneideij, so werden auch jene 
Geraden kollinear sein, welche V^ und V" mit dem unend- 
lich fernen Punkte der Kollineatioasaehae verbinden. 

Die eine dieser Geraden ist die durch v^ zur Kollineations- 
aehse A Parallele H^, während die andere, als Verbindungsgerade 
des unendlich fernen Punktes vj mit dem unendlich fernen Punkte 
von A, durch die unendlich ferne Gerade der Trägerebene 
selbst dargestellt erscheiut. Die Gerade H^ (des Systems S^) ent- 
spricht somit kollinear der unendlich fernen Geraden der Trä- 
gerebene (aufgefasst als Gerade des Systems Sg), oder H^ ist 
(§ 195) die „Gegenachse" im System S^. 

Wenn man umgekehrt durch das Kollin eationscentr um C den 
zu 1^ paralleleo Strahl führt, so trifft derselbe die entsprechende 
Gerade 1^ in dem Punkte u^, welcher dem unendhch fernen 
Punkte u" von i^ entspricht. Die durch Mg zur Eollineations- 
achse A Parallele G^ wird hiernach wieder jene Gerade des Sy- 
stems Sg repräsentieren, welche der unendlich fernen Geraden des 
Systems S^ entspricht. Die Gerade G^ ist folghch die „Gegen- 
aohse" im Systeme Sg. 

Berücksichtigt man weiter, daes die beiden Strecken Cv^ und 
Ujd parallel und gleich lang sind, so werden auch ihre bezug- 
lichea (orthogonalen) Projektionen Cn und pm auf die durch C 
senkrecht zur Kolline ations ach se A gezogene Gerade einander 
gleich sein müssen, oder mit anderen Worten: die eine Gegen- 
achse hat von dem Kollineationscentrum dieselbe Ent- 
fernung, wie die Kollineationsacbse von der zweiten 
Gegenachse; weiter folgt die letztere auf die Kollineationsacbse 
in demselben Fortschreitungsainne, wie das Kollineations- 
centrum auf die erste Gegen achse. 

Durch Angabe des Eollineationsceutrnms , der Kollineations- 
achse und einer der Gegenachsen ist die.koUineare Beziehung 
zweier ebenen Systeme vollständig bestimmt. Ein belie- 
big gezogener Kolhneationsstrahl liefert stets zwei entsprechende 
Punkte, d. i. seinen unendlich fernen Punkt und seinen Schnitt- 
punkt mit der Gegenaehae, so dasa die Bestimmung der KoUinea- 
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tion mit der bereits eingangs dieses Paragraphen angegebenen 
Bestimmnngsweise identiseli ist. Diese Resultate zusammenge- 
fasst, erhält mau den Satz: 

„Zwei (in derselben Ebene liegende) ebene perspekUvisck-hoUi' 
neare Systeme besitzen stets zwei Gegenachsen, d. h. Geraden, welche 
dm unendlich fernen Geraden dieser Systeme entsprechen. Besagte 
Gegenachsen sind parcdlel zur KolUneationsachse; die eine Gegen- 
achse hat mm Kollineationscentrum den nämlichen Abstand und die^ 
selbe Folge, me die KolUneationsachse von der zweiten Gegenaehse." 

„Zwei (in derselben Ebene liegende) koUineare Systeme sind 
vollständig bestimmt: 

a) durch das Kdlineationscenirum, die KolUneationsachse und 
ein Paar entsprechender Punkte oder Geraden; 

b) durch drei Paare entsprechender Punkte oder Geraden; 

c) durch das Kollineationscentrum, die KolUneationsachse und 



§ 198. 

Seien wieder C und A [Fig. 157, Taf. VIII] das Kollineations- 
centrum und die KolUneationsachse; ferner seien a^ und a^ sowie 
ancli bj und bg je ein Paar entsprechender Punkte. 

Da sich die beiden Verbindungsgeraden li^a^b^ und Ij^agb^ 
kolhnear entsprechen, so müssen sie notiyendig einen Punkt d der 
KoUineationaaehse gemein haben. 

Bezeichnen wir die Punkte, in welchen die Kollineations- 
strahlen Ca^a^ und Cb^b^ die KolUneationsachse A schneiden, mit 
a und ß, so findet man, dass die beiden Würfe (Caa^ag) und 
(Cßbibg) perspektivisch liegen, da der eine die Projektion des 
anderen vom Punkte d aus vorstellt. Diese beiden Würfe besitzen 
mithin Doppelverhältnisee von gleichem Werte k. 

Das entsprechende Punktepaar b^, b^ kann aber weiter auch 
durch ein beliebig anderes Paar c^, c^ ersetzt werden, und man 
wird wieder (Cyc^Ca) =^ (Caaiag} = k finden. 

Hieraus folgt, dass das Doppelverhältnis, welches das Kol- 
lineationscentrum — als ersten Fixpunkt — , irgend ein Paar 
entsprechender Punkte — als Teilpunkte — , und der Schnitt- 
punkt ihres Kollin eationsstrahles mit der KolUneationsachse — als 
zweiten Fixpunkt — ergibt, für alle Paare entsprechender 
Punkte das gleiche ist, und folglich auch für eine und dieselbe 
kollineare Beziehung einen konstanten Wert besitzt. 
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Dieses Doppelverhältnis wird, da es für eine bestimmte, vor- 
liegeude kollineare Beziehung charakteristiacli ist, die „Charah- 
teristik" oder der „Modul" dieser Beziehung genannt. 



§ 199. 

Bisher wurde dargethan, dass die wesentüchen durch die 
Definition hüdingten Eigenschaften für zwei perspektivisch 
kollineare ehene Systeme stets volle Geltung haben, einerlei 
ob diese Systeme in verschiedenen Trägerebenen liegen, oder 
aber in derselben Trägerebene vereinigt sind. Es werden so- 
mit anch für den letzteren Fall die früher (in den §§ 193, 194) 
bewiesenen Sätze ihre Gültigkeit beibehalten, und werden ebenso 
die (in § 196) bezüglich besonderer Formen kollinearer Be- 
ziehung gefundenen Resultate in dem Falle ihre Anwendung 
finden können, wenn die Systeme in derselben Trägerebene 
vereinigt sind. 

Nehmen wir an, es sei C [Fig. 158, Taf. VIII] das Kollinea- 
tionscentnim, und setzen wir die Kollineationsachse als un- 
endlich ferne voraus, so wird sich eine besondere kollineare 
Beziehung herausstellen, die wir (so wie in § 196) als „liöllineare 
Ähnlichkeit" bezeichnen wollen. 

Liegen nun auf irgend einem Kollineations- oder Ahnlich- 
keitßstrable zwei beliebige entsprechende (,, ähnlich gelegene") 
Punkte Bj und a^, und soll beispielsweise zu einem gegebenen Punkte 
bj der entsprechende Punkt bg gefunden werden, so kann folgen- 
dermassen vorgegangen werden. Man führt zunächst die Verbin- 
dungsgerade hj^ajb,. Dieser Geraden muss offenbar eine zweite, 
hg, entsprechen, welche die Verbindnngsgerade des Punktes a^ mit 
dem zu bestimmenden Punkte b^ repräsentieren wird. Nachdem 
aber je zwei entsprechende Geraden sieb in einem Punkte 
der Kollineationsachse schneiden müssen, so werden diesel- 
ben unter der oben gemachten Voraussetzung insbesondere zu ein- 
ander parallel sein. Man erhält mithin hg als die Parallele 
durch a^ zu h^ und endlich auf h^ den gesuchten Punkt b^ im 
Schnitte mit dem Ähnlichkeitssfcrahle Cb^. 

Denken wir uns wieder aus dem Kolliueations- (Ahnlich- 
keits-) Centrum C, aus dem in diesem Falle unendlich fernen 
Punkte a des Kollineations- oder Äbnlicbkeitsstrahlea und 
dem Punktepaar a^, a^ (nach der Definition in § 198) den 
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„Modul" gebildet, so erhalten wir 

aa^ ■ «Bg Ca^ ■ aBj 

als Wert desselben. Naclidera aber die beiden Strecken cca^ und 
aag uneüdUch gross sind, ibr Verhältnis also durch die Einheit 
ausgedrückt ei-scheint, so tritt an die Stelle des Doppelvorhält- 

Ca, 

s emlacne Verhältnis: 

sonach der Satz: 

„Jn zwei Icollinear- ähnlichen ebenen Systemen l 
femungen entsprechender Punkte von dem Ähnlickkeitscentrum ein 
honst-aides VerhäMnis." 

Nehmen wir anderseits an, die Kollineationsachse A [Fig. 159, 
Taf. VIU] liege in endlicher, das Koliineationscentrum C» je- 
doch in unendlicher Entferanng, setzen wir also die (in § 196) 
als „Affinität" bezeichnete besondere koliineare Verwandt- 
schaft voraus, und wählen wir auf einem beliebigen Affiuitäts- 
sfcrahle irgend zwei einander entsprechende Punkte a^ und Bg. 

Die Konstruktion eines anderweitigen Paares entsprechender 
Punkte, beispielsweise bj und bg, ist wieder dieselbe wie im all- 
gemeinen Falle, d. b. man wird die Verbindungsgerade hi^a,b, 
ziehen, den Punkt Üj^, in welchem .hj die Äffinitätsaehse A 
schneidet, mit a^ durch die entsprechende Gerade h^ verbinden 
imd auf der letzteren mit dem durch b^ (parallel zu Bja^) geehr- 
ten Affinitätsstrahle den gesuchten Punkt bg linden. 

Um den „Modul" der affinen Beziehung zu erhalten, haben 
wir (§ 198) das Doppelverhältnis (C^^aa^a^) zu bilden. Dieses 
ergibt; 

«a^ ' aag a^a ' C«>a^ 

Das Verhältnis -= ~^- ist infolge der unendlichen Ent- 
fernung von C«. gleich der Einheit, und der Modul erscheint 

diesfalls durch das einfache Verhältnis: — ^ — ausgedrückt. Mit- 

a^a ^ 

hin bestellt der Satz: 

„Im FaUe zweier affin-kolUnearer ebener Systeme ist das Ver- 
hältnis der Abstände je zweier entsprechenden Punkte von dem 
■SckniüipunUe ihres Äffinitätsstrahles mit der ÄffinUätsachse konstant." 
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Nebenbei erwäbat, fiadet man auch (durch Anweuduug des 
Satzes 1 m § 197) ohne Schwierigkeit, daaa sowohl im Falle zweier 
toUiuear-ähnlieheii, als auch im Falle zweier kollinear- 
affinen Systeme keine eigeutlichen Gegenachsen vorhanden 
sind, oder mit auderen Worten, dass sie beide in die unendlich 
ferne Gerade fallen. 

§ 200. 
Inrohitorische KoUineation. 

Zwei in einer nnd derselben Trägerebeue vereinigte 
Systeme S^ und Sg können noch in einer weiteren besonderen 
kollineareu Beziehung stehen, welche bei kolliuearen ebenen 
Systemen in verschiedenen Ebenen nicht auftreten kann. 

Dieser Fall fiudet dann statt, wenn die beiden Gegen- 
achsen Hl und Ga [Fig. 160, Taf. VIIl] m einer und dersel- 
ben Geraden vereinigt sind. 

Hierbei ist es (nach Satz 1, § 197) unumgänglich notwendig, 
dass die genannte Gerade den Abstand des Kolliueationsoen- 
trums C 7on der Kollineationsachse A halbiert. 

Nehmen wir unter dieser Voraussetzung eine beliebige Ge- 
rade li im Systeme Sj au, welche die Kollineationsachse A in d 
und die Gegenachse Hj in U^ treffen möge. 

Da dem Punkte U^ der unendlich ferne Punkt des durch ihu 
gehenden Kolüneationsatrahles Cu^ entspricht, so erhält man die 
entsprechende Gerade Ig des Systems S^ einfach ala die Parallele 
durch d zu CUj. 

Betrachten wir nun die gefundene Gerade 1^ als ein Element 
des Systems S^ und bezeichnen wir sie in dieser Eigenschaft mit \\. 
Die ihr entsprechende Gerade \\ des Systems S^ wird durch d 
gehen müssen. Führen wir weiter den zu l'j parallelen Kolliuea- 
tionsstrahl (der diesfalls schon als Strahl CUj vorhanden ist), so 
wird derselbe die Gegenachse Gg in einem Punkte v\ treffen, wel- 
cher dem unendlich fernen Punkte v', von I', entspricht. Besagter 
Punkt v'j mit d verbunden gibt sonach die gesuchte Gerade 1',. 
Berücksichtigt man aber, daas der Punkt V^ infolge der verei- 
nigten Gegenachsen G^ und Hj mit dem bereits früher be- 
nutzten Punkte Uj zusammenfällt, so findet man, dass sich selbst- 
verständlich auch die Gerade \\ mit der ursprünghchen Geraden 
l-i decken müsse. Nachdem weiter 1^ von vornherein ganz beliebig 
angenommen wurde, so wird sieh überhaupt bezüglich irgend 
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zweier entsprechenden Greraden immer das gleiche merk- 
würdige Resultat ergeben, dass zwei entsprechende Goraden 
auch dann entsprechend bleiben, wenn dieselben gegen- 
seitig vertauscht werden, d. h. wenn man die Gerade, welche 
ursprüuglich dem Systeme S^ angehörte, als Element des Systems 
Sg auffasat und umgekehrt. 

Zieht man einen beliebigen KolHneationsstrahl, welcher die 
beiden entsprechenden Geraden 1^ und Ig in zwei entsprechenden 
Punkten aj und a^ sehneidet, so ^trifft derselbe auch die beiden 
entsprechenden Geraden I', und l, in zwei entsprechenden Punkten 
b^ und bg, so zwar, dass bj mit a^ und bg mit Bj zusammenfällt. 
Es sind mithin auch, je zwei entsprechende Punkte ver- 
tanschbar. 

Was endlieh den Modul der in Rede stehenden Eollineation 
betrifft, so bann derselbe sowohl durch das Pnnktepaar Bja^, als 
auch durch das Punktepaar b^ba ausgedrückt werden. Bezeichnet 
also a den Schnitt des Kollineationsstrahles Ca^a^ mit" der 
Kollineationsachse A, so ist; 

Gleichzeitig ist hierbei (Satz in § 118) ersichtlich, dass die 
Punkte aj und % das Punldepaar C, a harmonisch trennen. 

In anbetracht dieser Eigenschaft sowie infolge der Analogie 
mit den früher {§ 119) in bezug auf die Vertauschbarkeit 
entsprechender Elemente gepflogenen Erörterungen wird diese 
besondere Kollineation als „harmonische" oder „involuiorische 
KolÜneation" bezeichnet. Man gelangt sonach zn dem Satze: 

„Fallen die Gegenachsm zweier kollinearen Systeme in eine 
und dieselbe Gerade, so sind Je zwei entsprechende Punkte oder 
Geraum auch dann entsprechend, wenn sie die FiMze wechseln; 
ferner wird jedes Paar entsprechender Punkte durch den Schnitt- 
punkt ihres Kollineaiionsstrahles mit der KoUineationsachse und 
durch das Kollineationscmtrum harmonisch getrennt, d. h. der Mo- 
dul d^ Kolünei^on jrf in diesem Falle (§ 163, Satz 2) der nega- 
tiven Einheit gleich" 

§201. 

Die kollineare Beziehung zweier in derselben Ebene ver- 
einigten ebenen Systeme ist namentlich für die Konstruktionen 
der Kurven zweiten Grades von besonderer Wichtigkeit, daher 
ein diesfallsiges näheres Eingehen gerechtfertigt erseheinen dürfte. 
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Seien C [Fig. 161, Taf, IX] das Kollineationscentrum, A die 
Kollineationsaclise, seien ferner H^ und Gg die beiden Gegenacbsen, 
von welchen selbst verständlich nur die eine beliebig angenommen 
werden kann, während dann die zweite (nach Satz 1, § 197) ihrer 
Lage naeh bereite bestimmt ist. Irgend eine dem Systeme S^ an- 
gehörende Kurve zweiten Grades sei K^. 

Wenn man auf irgend eine Art zu allen Funkten aj , b^, c^ . . . 
von Kl die entsprechenden Punkte a^, b^, c^ . . . des Systems S^ 
ermittelt, so wird der geometrische Ort der letzteren das der 
Kurve Kj kollinear entsprechende Gebilde K^ repräsentieren. 

So können beispielsweise zu den beiden Punkten bj und Cj 
von K^ die entsprechenden Punkte b^ und C^ von Kg leicht fol- 
gendermassen konstruiert werden. Man zieht zunächst die Ver- 
bindungsgerade li = biC,, Vföleho die Kollineationsaehse A in einem 
Punkte d trifft. Den dem unendlich fernen Punkte von 1^ kolliuear 
entsprechenden Punkt ü^ erhält man im Schnitte der Gegenachse 
Ga mit dem zu Ij parallelen Kollineationsstrahle und mithin die 
der Geraden Ij entsprechende Gerade Ig durch Verbindung der 
Punkte d und u^. Die zu bestimmenden Punkte b^ und Cg auf 
I2 ergeben sich sodann mittels der Kollineationsstrahlen C b^ 
und CCi. 

Auf gleiche AVeise können beliebig viele Punkte des Gebil- 
des Kg ermittelt werden. Als geometrischer Ort aller den Punkten 
von K^ entsprechenden Punkte wird Kg selbst wieder eine einfach 
unendliche und stetige Folge von Punkten vorstellen, d. i. eine 
Kui've repräsentieren. Dass die besagte Kurve ebenfalls vom zwei- 
ten Grade sein muss, ist leicht einzusehen, wenn berücksichtigt 
wird, daßs dieselbe von einer beliebigen Geraden Ig nur in zwei 
(reellen oder imaginären) Punkten bg und Cg, d.i. in jenen Punk- 
ten geschnitten wird, welche den Schnittpunkten b^ und C^ von 
K^ mit der kolliuearen Geraden Ij entsprechen. Zu dem gleichen 
Resultate gelangt man übrigens auch durch unmittelbare Anwen- 
dung des in § 194 angeführten Satzes. 

Die beiden kollinearen Kurven K^ und K^ weisen besondere 
gegenseitige Beziehungen auf. 

Zunächst bemerkt mau, dass die beiden (reellen oder imagi- 
i^ren) Punkte m und n, welche die Kurve K^ mit der Kollinea- 
tiousacbse A gemein hat, selbstentspreehend sind, also auch 
der Kurve Kg angehören müssen, oder mit anderen Worten, dass 
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die Kolliueatioosaclise stets eine (eigentliche oder eine ideelle) 
gemeinsehaftliche Sekante der beiden Kurven K^ und Kjj ist. 

Zieht man ferner vom Kollineationscentmm C eine Tangente 
T an die Kurve Kj, so ist dieselbe einerseits ein Kollineations- 
strahl nnd anderseits eine Gerade, welche mit der Kurve Kj zwei 
unendlich nahe, im Berührungspunkte Pj^ vereinigte Punkte 
gemein hat. Diesen zwei Punkten entsprechen kollinear wieder 
zwei unendlich nahe Punkte der Kurve K^, welche in dem dem 
Punkte |J( entsprechenden Punkte p^, der ebenfalls auf dem Kolli- 
neationsstrahle ir liegen musa, vereinigt sind, oder was dasselbe 
aussagt, die Gerade t ist auch eine Taugente der Kurve K^, 
und zwar in jenem Punkte Pg, welcher dem Berührungspunkte 
Pj kollinear entspricht. Das Gleiche gilt von der zweiten Tan- 
gente ■<:' , welche vom "KollineationseentiTun C an die Kurve K^, 
gefuhrt werden kann. Durch das Kolline ationseentrum gehen also 
stets zwei gemeinschaftliche Tangenten der beiden kolliuearen 
Kurven K^ und K^, wobei die beiden Berührungspunkte auf jeder 
dieser Tangenten gleichzeitig entsprechende Punkte sind. 

Dass die genannten gemeinschaftlichen Tangeuten auch ima- 
ginär sein können, ist selbstredend; diesfalls liegt das Kolli- 
neationscentruni innerhalb der beiden Kurven K^ und K^. 

Beachtenswert ist ferner die Beziehung der beiden Kurven 
Kl und Kg zu den Gegenaehaen H^ und G^ ihrer Systeme. 

Hat nämKch die Kurve Kj^ mit der ihrem Systeme S^ ange- 
hörenden Gegenaehse H^ keine reellen Punkte gemein (wie in 
Fig. 161, Taf. IS), so hat auch die kollineare Kurve K3 mit 
der der Gegenaehse H^ entsprechenden unendKch fernen Geraden 
keine reellen Punkte gemeiusam, ist also eine Ellipse. 

Sind die vorgenannten gemeinschaftlichen Punkte von 
K^ und H^ reell, so sind es auch die unendlich fernen Punkte 
der Kurve K^; letztere vrird mithin eine Hyperbel sein. Werden 
in diesem Falle die Tangenten der Kurve K^ in den der Gegen- 
aehse Hj angehörenden Punkten kollinear transformiert, so 
erhält man die Tangenten von K^ in deren unendlich fernen 
Punkten, d. h. die Asymptoten von Kg. 

Berührt endlich die Kurve Kj die Gegenaehse H^, so ist 
auch die unendUch ferne Gerade eine Taugente der Kurve 
K^; die letztere stellt demnach eine Parabel dar. 

Ebenso ist offenbar auch die Art der Kurve K, von dem 
Verhalten der kollinearen Kurve K^ zu der Gegenaehse G^ abhäugig. 
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Sind mithin zwei Kurven zweiten Grades kollinear, so ist die 
eine von ihnen eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je iiachdem 
die andere die Gegenachse ihres Systems beziehungsweise 
nicht reell trifft, reell schneidet, oder bloss berührt. 

Ist weiter 0^ der Pol der Gegenachse Hj in hezng auf die 
Knrve K^, so wird der ihm im Systeme Sg entsprechende Punkt 
Og (Sata, § 194) der Pol der unendlich fernen Geraden bezüglich 
der Kurve Kg, d, i. der Mittelpunlct der letzteren sein. Umgekehrt 
wird derjenige Punkt M^ des Systems S^, welcber kollinear dem 
Pole Mg der Gegeuachse Gg in bezug auf die Kurve Kg entspricht, 
den Pol der unendlich fernen Geraden bezüglich der Kurve 
K^, d. i. den Mittelpunkt der letzteren darstellen. Es gilt sonach 
der Satz: 

„Sind ewei Kurven swdtm Grades in perspektivisch kolUnearer 
Beziehung, so repräsentiert die Koüineationsachse gleichzeitig eine 
(eigentliche oder eine ideelle) gemeinschaftliche Sekante heider Kurven, 
und das Kollineationscentrum den Schnittpunkt zweier (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten. Die eine Kurve ist eine 
Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem die andere Kurve von 
der Gegenachse ihres Systems in zwei imaginären, oder in zwei 
reellen Punkten geschnitten, oder endlich von derselben berührt wird. 
Den Polen der Gegenachsen in bezug auf die ihren Systemen an- 
gehörenden Kurven entsprechen im Jeweilig anderen Systeme die 
Mittelpunkte der betreffenden Kurven." 

§ 202. 

Der vorstehende Satz läast sich unmittelbar für die beson- 
deren Formen der kollinearen Beziehung, d. i. für die Ähn- 
lichkeit und für die Affinität spezialisieren. 

Zwei Kurven zweiten Grades, welche ähnlich-kollinear 
aufeinander bezogen sind, nennt man „ähnlich liegende Kurven 
zweiten Grades". 

Da in diesem Falle die Kollineationsachse sowohl, als 
anch die beiden Gegenachsen mit der unendlich fernen 
Geraden zusammenfallen, so gelangen wir mit Bemfung auf 
den vorhergehenden Satz ohne weiteres zu den folgenden beson- 
deren Resultaten. 

Die unendlich ferne Gerade ist als Kollineations- 
achse eine gemeinschaftliche Sekante beider Kurven. 
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Da beide Gegenaclisen im Uneuclliclien liegen, oder mit 
anderen Worten, da die unendlicli ferne Gerade in beiden Sy- 
stemen sicii selbst entspricht, so entsprechen sich auch die 
Pole derselben in bezug auf beide Kurven, d. h. die Mittelpunkte 
der letzteren. 

Nachdem ferner, wie soeben gezeigt wurde, die (reellen oder 
im^inären) unendlich fernen Punkte beider Kurven dieselben sind, 
so müssen beide von der nämlichen Art, also beide entweder 
Ellipsen^ oder Hyperbeln oder Parabeln sein. Mithin besteht 
der Satz: 

„Zwei ähnlich liegende Kurven zweiten Grades haben siem 
(jemeinschafäiche (reelle oder imaginäre) immdlich ferne Punkte, 
und sind deshalb stets von derselben Art. Die Mittelpunkte heider 
Kurven sind ähnlich gelegen, Ulden also ein Paar ähnUch-hdlinearer 
Funkte." 

§ 203. 

Sind zwei Kurven zweiten Grades affin-kollinear aufein- 
ander bezogen, d. k liegt das Kolliueationseentrum in un- 
endlicher Entfernung, sind daher alle Kollineationastrahlen 
untereinander parallel, so gibt es (Satz in § 201) zwei unter 
ihnen, welche gemeinschaftliche Tangenten beider Kur- 
ven repräsentieren. 

Infolge der unendlich fernen Lage des Kollineationseentrums 
ist die unendlich ferne Gerade selbst ein KoUineatious- oder Affi- 
niiätsstrahl, und wird jedem unendlich fernen Punkte wieder ein 
unendlich ferner Punkt entsprechen. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass, sobald die eine Kurve reelle 
unendlich ferne Punkte besitzt, auch die zweite eben solche 
haben rauss, oder mit anderen Worten, dass zwei affin aufein- 
ander bezogene Kurven stete von gleicher Art sein müssen. 

Da weiter die unendlich ferne Gerade als Affinitätsstrahl 
sieh selbst entspiicht (wobei sie jedoch als ungeteilte'^ Element 
zu betrachten ist, und das „ belbst entsprechen " sich nicht auch 
gleichzeitig auf ihie einzelnen Punkte bezieht), so miisseu sich 
auch ihre Pole in bezug auf die beiden Kurven, d h die Mittel- 
punkte der letztet en, entsprechen. Es hestebt dahei der batz: 

„Sind zwei Kiitien sioeiten Grades affin aufeinandt) btzogen, 
; zwei zu den Affinitätsstrahlen jiai aUele gimein- 
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schaftliche Tangenten. Die beiden Kurven sind stets i 

Art, und ihre MUtelpunkte sind zwei sich affin entsprechende 

Punkte." 

§ 204. 

Werden zwei Kurven zweiten Grades kollinoar aufeinander 
bezogen, und fdJlt das Kollineationscentrum mit einem 
Brennpunkte der einen von ibnen zusammen, so ist dasselbe 
gleicLzeitig aneli ein Brennpunkt der zweiten Kurve. Der Beweis 
hierfür ist unschwer zu Kefem. 

Die Tangenten, welche von dem Kollineationsceutrora resp. 
von dem Brennpunkte der Kure K^ au diese gezogen gedacht wer- 
den, sind (Satz in § 182) die imaginären Doppelstrahlen der 
Recbtwinkelinvolutiou, welche das Kollineationscentrnm zum 
Scheitel bat. Dieselben sind aber (Satz in § 201) auch Tangen- 
ten der zweiten Kurve, Nachdem überdies die genannte Rechte 
winkelinyolution, als Büschel aller Eolliueationsstrahlen, für beide 
Kurven dieselbe Bedeutung hat, so gilt das Gleiche auch von deren 
Scheitel; es wird somit das Kollineationsceutrum auch ein 
Brennpunkt der zweiten Kurve sein müssen. 

Ist die eine der beiden Kurven insbesondere ein Kreis, so 
sind bekanntlich dessen Brennpunkte im Mittelpunkte ver- 
einigt. Einem Kreise, dessen Mittelpunlct mit dem Kollineations- 
centrum zusammenfällt, entspricht mithin unter beliebigen ander- 
weitigen Voraussetzungen stets eine Kurve aweiten Grades, welche 
einen Brennpunkt im Kollineationscentrum hat. 



§ 205. 

Die kollincarü Verwandtschaft zweier Kurven zweiten Grades 
und ihre besonderen Formen (Ähnhchkeit und Affinität) kounen 
mit Vorteil zu gewissen Konsti-uktionen mit und an Kurven zwei- 
ten Grades namentlich dadurch verwendet werden, dass man die- 
jenige Kurve, bezüglich welcher die Konstruktionen vorzunehmen 
sind, in einen Kreis transformiert, an diesem die Konstruk- 
tionen vornimmt, und die so erzielten Resultate wieder zurück- 
transformiert. 

Einige häufig vorkommende Aufgaben werden den angedeu- 
teten Vorgang näher kennzeichnen. 
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58. Aufgabe: Es sind die Schnittpunkte einei dnidi drei 

Punkte uud zwei Tangenten gesehenen Rurvc /weiten 

Clrades mit einer geraden Linie zu konstniieicn "*) 

Seien a^, b^, C-, [Fig. 162, Taf. IX] die diei ge^elienen Punltte, 
und t und i' die beiden gegebenen Tangeuten jenei Kurve K, 
zweiten Grades,' deren Schnittpunkte mit dei Geiaden Qj zu be- 
stimmen aind. 

Die Methode der Lösung des vorbegenden Pioblemes bestellt, 
wie bereits oben ausgesprochen wurde, darin, einen zu der Kurve 
Kj^ koUinearen Kreis Kg zu konstruieren, und diesen Kreis zum 
Zwecke der weiteren Konstruktion zu benützen. Letzteres kann 
in nachstehender Weise bewerkstelligt werden. 

Man zeichnet irgend einen beliebigen Kreis Kg so, dass er 
einerseits die beiden Tangenten t und t' von K^ berührt, ander- 
seits jedoch auch derartig, dass eine durch den Schuittpunkt C 
dieser Tangenten t und V gezogene Gerade, welche einen der 
drei Punkte a^, b^, c^ enthält, den Kreis Kg in reellen Punk- 
ten schneidet; der Kreis Kj muss hiernach in demselben Wiu- 
kelraume der beiden Tangenten t' und t liegen, in welchem sich 
auch die I^urve Kj, resp. die drei gegebenen Punkte aj, b^, c^ be- 
finden. 

Zieht man die drei Strahlen Ca^, Cb^, Cc^, so trifft jeder 
derselben den Kreis K^ in einem Punktepaar, a^, a j; ba,bj; Cg.Cj. 
Wählen wir von jedem dieser Paare einen Punkt, beispielsweise 
die drei Punkte a^, b^ und C^ und betrachten sie als kollinear 
entsprechend mit den drei Punkten a^, b^, 0^ für C als Kolli- 
neationscentrum. Hierdurch ist (Satz II in § 197) die kollineare 
Beziehung vollkommen bestimmt. Dem ICreise K^, welcher durch 
a^, bg', Cg geht und von t und i' berührt wii'd, entspricht sodann 
(Satz in § 201} eine Kurve Kj zweiten Grades, welche durch 
a^, bj, c, geht und gleichfalls mit t und t' eine Berühung ein- 
geht, folglich die ursprünglich gegebene Kurve K^ vorstellt. 

Nebenbei sei hier nur bemerkt, dass durch die drei Punkte 
a^, bj, c^ und die zwei Tangenten (Satz in § 138) vier verschie- 
dene Kurven zweiten Grades bestimmt sind. Zu diesen Kurven 
gelangt man, indem man den drei Punkten a^, b^, C, die acht 

*) Peschka, Direkte Konstruktion der DuTohBchnittspunkte von Ge- 
raden mit durcli irgend welche BestimmungsEtüeke gegebenen Eegelselinitten. 
GrunMta Archiv der Math. n. PhjB. Teil 50. 
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verschiedenen Kombniatioiieii : 

a^b^c^, a'jbgCa, a^b'^c^, a^b^Cj, 
a'jb'jC^, a'jb^c',, agb^c'^, a'^b'^c',, 

wovon stets zwei zu derselben Kurve führen , kollinear zuordnet. 

Mit Hilfe der drei Paare entsprechender Punkte a,bjC^ und 
a^bgC^ nnd ihrer Verbinduugsgeraden könnten nuu ohne Scbwierig- 
keit die Kollineationsachse, die Gegenachseii u. s. w, konstruiert 
werden. Für die gestellte Aufgabe jedocb, welche bloss die B&- 
stimmung der Schnittpunkte von K^ mit der Geraden g^ for- 
dert, ist dies keinesfalls notwendig; man wird daher einfach fol- 
genden Weg einschlagen. 

Die Gerade g^ trifft die beiden Vevbindungsgeradeu ajb^ und 
a^C, beziebnugs weise in den Punkten x, und y,. Bestimmt man 
auf a^bg und agC^ mit Hilfe der Kollin eationsstr ah len Cx^ und Cyj 
die entsprechenden Punkte Xj und yji ^o erhält man durch die 
Verbiudnng derselben die koUinearo Gerade g^ und sofort auch 
deren Schnittpunkte Pg und tj^ mit dem Kreise K^, welche durch 
die Kolli neationsstrahlen Cpg und Cq^ auf g^ nach p^ und qj 
projiziert, die verlangten Punkte Pj und q^ "bestimmen. 

§ 206. 

59. Aufgabe: Von einem Fnnktc aus sind an eine KiHTC 

zweiten Oradcs, die durch drei Tangenten nnd zwei Punkte 

gegel>en Ist, die Tangenten zn fuhren und deren Berüh- 

rungspnnkte zu ermitteln. 

Sind t, l" und t^ [Fig. 163, Taf. IX] die drei gegebenen Tan- 
geuten, und a^ und b^ die zwei gegebenen Punkte der Kurve Kj, 
80 wird es sich wieder nur darum handeln, die besäte Kurve K, 
koliinear auf einen Kreis K^ zu beziehen. 

Zu diesem Zwecke wählen wir den Schnittpunkt C von zwei 
der vorhandeneu Tangenten, etwa von t und l' , als Kollmeatnns- 
centrum, und zeichnen irgend einen Kreis Kg berührend an die- 
selben in jenem von (t, V ) gebildeten Winkelraume, welchei auch 
die Punkte a^ und b^ enthält. Es wird nun notwendig sein, die 
kollineare Beziehung so zu fixieren, dass der besagte Kreis Kg m 
der That der gegebenen Kurve K^ entspricht. Letzteies kann nur 
dann der Fall sein, wenn man dem Punkte Bj einen dei beiden 
Punkte ag oder a'j, in welchen K^ von dem Kollineationsstrahle 
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Ca^ getroffen wird, und dem Punkte b^ einen der awei Punkte 
bg oder b\, in welchen der Strahl Cb^ den Kreta K^ triift, zu- 
ordnet. 

Ferner ist auch noch die gegebene Tangente t^ zu berück- 
sichtigen. Diese achneidet die Gerade a^b^ in einem Punkte x^, 
welchem auf der entsprechenden Geraden a^bg der Schnittpunkt 
Xj mit dem KoUineationsstrahle Cx, entßprieht. Der Tangente t^ 
wird man offenbar eine der beiden durch Xg gehenden Kreistan- 
genten tj oder tj kollinear zuordnen miisaen. 

Gesetzt nun, man hatte a^, b^ und tg als die den Elementen 
Bj, b^ und t^ entsprechenden Elemente gewählt, so ist hierdurch 
(nach Satz 2 in § 197} die kollineare Beziehung vollkommen fest- 
gestellt, da man die Kollin eationsachse A als Verbin dungsgerade 
jener beiden Punkte d und d' erhält, in welchen sich einerseits 
die beiden entsprechenden Geraden a^b, und a^bg uud anderaeits 
die beiden entsprechenden Geraden t^ und tg schneiden. 

Mit Zugrnudelegung des in § 201 aufgestellten Satzes eni^ 
spricht sodann dem Kreise K^ kolliuear notwendig eine der vier 
Kurven aweiten Grades, welche durch a^ und b^ geben, und (Satz 
in § 151) von t, t' und tj berührt werden. (Die übrigen Kurven 
würden sich durch Berücksichtigung der Elemente a'^, b'j und t, 
ergehen.) 

Nach den somit getroffenen Vorbereitungen wird es keinem 
Anstände unterliegen durch den gegebenen Punkt S^ die Tan- 
genten an K^ zu führen. Die Verbindungsgerade S^b^ trifft die 
Kollineationsachse A iu 5, wälirend die entsprechende Gerade Sbg 
von dem KoUineationsstrahle CS^ in dem dem Punkte S^ entsprechen- 
den Punkte Sg getroffen wird. Zieht man von S^ eine Kreistan- 
gente Tg, welche die Kollineationsachse A in D schneidet, so er- 
gibt sich die entsprechende Tangeute T^ von K^ als die 
Verbindungsgerade S^D. Der Berührungspunkt B^ derselben 
mit K, wird mittels jenes Kollineationsstrahles erhalten, welcher 
von C nach dem entßpreeh enden Berührungspunkte Bg der Kreis- 
tangente Tij gezogen werden kann. In gleicher Weise ergibt sich 
die zweite durch S^ gehende Tangente von K^ sowie auch deren 
Berührungspunkt mit Zuhilfenahme der zweiten durch S^ gehen- 
den Kreistangente. 

Diese wenigen Aufgaben dürften bereits die nötigen Anhalts- 
punkte nnd Fingerzeige für die Lösung und Durchfuhrung von 
Problemen ähnlicher Art bieten, sobald, wenn es sich um Kurven 
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zweiten Grades handelt, man den jeweiligen Kreis gefundRn hat, 
welcher mit der besagten Kurve Icollinear ist. 

Wir werden una hiernach darauf beschränken nur noch einige 
Fälle von koUinearer Beziehung zwischen einem Kreise 
und einer Kurve zweiten Grades hervorzuheben. 

§207. 

60. Aufgabe: Eine durch drei Punkte und zwei l'aiigenteii 

gegel>ene Kurve zweiten Grades ist Itolllnear auf einen Kreis 

zu beziehen. 

Seien Bj, b^, Cj [Fig. 164, Taf. IS] die drei oberwähnten 
Kurvenpnnkte und t^, i\ die beiden Tangenten der durch diese 
Bestimmungaatiicke gegebeneu Kurve K^ zweiten Grades. 

Obwohl wir behufs kollinearer Transformation der letzteren 
in einen Kreis bereits (in § 206, Aufgabe 58) eine Methode kennen 
lernten, wollen wir doch, um verschiedene Wege, die zn gleichem 
Ziele führen, zu eröffnen, diesfalls den folgenden Vorgang wählen. 
Nehmen wir uämlieh die Verbindungsgerade zweier der drei ge- 
gebenen Punkte, beispielsweise flj und bj, direkt als Kollineations- 
achse A an, so wird ein Kreis K^, welcher mit K^ kollinear sein 
soll, notwendig (Satz in § 201) durch a^ und b^ gehen müssen. 
Wie übrigens sofort zu erkennen, kann jeder beliebige, durch Hj 
und bj gehende Kreis Kg, dem gedachten Zwecke dienen. 

Die beiden Taugenten t, und f'^ treffen die Kollin eation» ach se 
A in den Punkten d und d' . Die den besagten Kurventangenten 
entsprechenden Geradon müssen Kreistangenten sein und gleich- 
falls durch d und d' gehen, doch steht hierbei wieder die Wahl 
zwischen je zwei (durch d resp. d' gehenden) Taugenten des 
Kreises K^ frei Gesetzt, man würde, um einen bestimmten Fall 
vor Augen zu haben, den gegebenen Tangenten t^ und t'^ die 
beiden Kreistangenten i^ und t „ kollinear zuordnen, so sind offen- 
bar auch die Punkte Xj und Xg, in welchen sich t^ und t'^ resp. 
tg und tj schneiden, kolhnear entsprechend. Zieht man endlich 
die Verbindungsgerade X^c^, welche die Äxe A in d" trifft, so 
entspricht derselben die Gerade Xgd" und dem Kurvenpunkte c^ 
einer jener beiden Punkte Cg und c\, welche K^ und X^d" ge- 
mein haben. 

Hierdurch ist die gewünschte kollineare Beziehung be- 
reits festgestellt. Man erhält nämlich sofort ein Kolliueations- 
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centrum C im Schnitte der KoIlineatioDsstralilen c^c^ iraiJ X^X^. 
Für dieses C, die Kollineatioiiaaxe A und etwa das Puiiktepaar 
"11 ^2 gilt sodann der Satz 2 in § 197, womit die gestellte Auf- 
gabe gelöst erscheint. 

§ 208. 

6t. Aufgabe: Eine durch einen Brennpunkt und durch drei 

Punkte gegehene Kurre zweiten Orades ist kolllnear in 

einen Kreis zu Terwandeln. 

Sind a^, b^, Cj die drei Kiu-venpunkte und ist C der gegebene 
Brennpunkt, so hat mau, um der gestellten Aufgabe zu genügen, 
(gemäss den Ausführungen in § 204) bloss einen beliebigen Kreis 
Kg zu zeichnen, dessen Mittelpunkt mit C zusammenfällt, C als 
das Kollineationscentrum zu betrachten, und die kollineare Be- 
ziehung dadurch zu fixieren, dase man den drei Punkten a^, l)j, Cj 
solche Punkte a^, bg, Cg des Kreises K^ zuordnet, welche gleich- 
zeitig auf den KoUiueatiousstrahlen Ca,, C])^^ und Cc, liegen. 

§ 209. 

62. Aufgabe: Eine durch ilire Asymptoten und durch einen 

Punkt gegebene Hyperbel ist liiollinciir auf einen Kreis zu 

beziehen. 

Da die Asymptoten c und n' einer Hyperbel K^ dem Wesen 
nach Tangenten mit unendlich fernen Berührungspunk- 
ten sind, so kann mau, um die Aufgabe zu lösen (nach Satz in 
§ 201) ohne weiteres den Mittelpunkt M der Hyperbel, d. i. den 
Schnitt von a und 0' als Kollineationscentrum aunehmen, und 
den kollinearen Kreis K^ an irgend welcher Stelle den Asymp- 
toten einschreiben, 

Heissen die Berührungspunkte dieses Kreises mit und c' 
beziehungsweise u^ und u\, so ergibt deren Verbindungsgerade Gj 
bereits die Gegenachse im Systeme des Kreises, da die genannten 
Berührungspunkte U^ und u^ den unendlich fernen Berührungs- 
punkten der Asymptoten entsprechen. Der weiter gegebene Punkt 
a, der Hyperbel dient zur Bestimmung der Kollineationsacbse. 
Zieht man nämlich den Kotlineationsstrahl Maj, so wird dieser 
den Kreis K3 in zwei Punlcteu a^ und a'^ schneiden, von welchen 
man den einen, etwa a^, dem Punkte a^ kollinear ziiordnet. 
Weiter erhält man ebenso leicht zwei entsprechende Geraden, 
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nämlich die Verbindimgsgerade a^u^^g^ imd die diirch a, zur 
Äsymptote a Parallele g^; der Schnitt von gj und g^ bestimmt 
bereits einen Punkt der KoUineationsaclise und diese selbst ist 
durch den bezeiciineten Schnittpunkt parallel zur Gegenachae 
Ugiij :^ Gj zu fähren. 

§ 210. 
Sehr häufig hat man Konstruktionen an Ellipsen vorzu- 
nehmen, von welchen Durchmesser und sonstige Elemente gegeben 
sind. In diesen Fällen kann, wie deu nachsteheudeu Beispielen 
au entnehmen, mit Vorteil von der affinen Beziehung der Ellipse 
zu einem Kreise Gebrauch gemacht werden. 

63. Aufgabe: Eine Ellipse Ist durch einen Durchmesser 
XX = ab und die ßichtun^ yy seines konjugierten Durch- 
messers, ferner durch einen Punitt p gegclien; die Kurve 
ist affin auf einen Kreis zu beziehen. 

Wählen wir den Durchmesser xx = ab [Fig. 165, Taf. IX] 
unmittelbar als Afflaitätsachse, so muss nach früheren Erörte- 
rungen der affine Kreis K^ notwendig durch die in dieser Affini- 
tätfiachse liegenden Punkte a und b der Ellipse K gehen. Da 
ferner (Satz iu § 203) die Mittelpunkte von K und K^ sich affin 
entsprechen müssen, der Mittelpunkt von K aber als Punkt der 
Afflnitätsachse A selbstentsprechend ist, so muss er notwendig auch 
der Mittelpunlct von K,, sein. Der mit K affine Kreis kann in 
diesem Falle also nur derjenige K^ sein, welcher über dem Ellipsen- 
durehmesser ab als „Durchmesser des Kreises" beschrieben wird. 

Berücksichtigt man ferner, dass (Satz in § 194) sowohl bei 
kollinearer als auch bei affiner Verwandtschaft projekti- 
vische Eigenschaften resp. Beziehungen erhalten blei- 
ben, so ist einleuchtend, dass allgemein zwei in bezug auf K kon- 
jugierten Geraden kollinear zwei in bezug auf K^ konjugierte 
Geraden entsprechen werden; dass aber im besonderen, da die 
Mittelpunkte von K und K^ entsprechende (hier überdies auch 
zusammenfalleude) Punkte sind, konjugierten Durchmessern von 
K auch konjugierte Durchmesser von K,, entsprechen müssen. 

Es wird mithin der Geraden y als dem mit xx = ab ^ A 
konjugierten Durchmesser von K affin der mit XX ^A konju- 
gierte Durchmesser des Kreises K,,, d. i. der zu A senkrechte Kreis- 
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durchmesser y^ entspretiheu. Da, ferner in zwei affinen Syste- 
men einem unendlieli fernen Punkte stets wieder ein unendlich 
ferner Punkt, also untereinander parallelen Geradeu stets wieder 
untereinander parallele Geraden entsprechen, so kann der gegebene 
Ellipsenpunkt p folgend er massen zur weiteren Konstrnktion ver- 
wendet werden. Zieht man durch p die Parallele zu y, und trifft 
dieselbe die Affinitätsachse A in te, so erhält man die ihr ent- 
sprechende Gerade -po als die Parallele durch x zu yo, und im 
Schnitte Po derselben mit dem Kreise K,, den dem Punkte p ent- 
sprechenden Punkt. 

Hiermit ist die Riebtung der Affinitätsstrahlen er- 
mittelt, resp. durch pp^ festgestellt, und sonach auch die gesuchte 
affine Beziehnng zwischen K und K„ vollkommen bekannt. 

Sollten nun beispielsweise etwa die Endpunkte C und d des 
Durchmessers y bestimmt werden, so hätte man dieselben einfach 
aus den Endpunkten c^ und 6^ des entsprechenden Kreis dureh- 
messers y,, mittels der zn pp„ parallelen Affinitätsstrahlen cCo 
und ddu abzuleiten. 

§ 211. 
64. Aufgabe: Eine Ellipse K, weiche (Inreii einen Durelt- 
messer ab, dureh die liielituiig des ilim lioiijugiei-ten Durch- 
messers y und eine Tangente t gegeben ist, soll zu einem 
zu bestimmenden Kreise Kg In affine Beziehung gesetzt 
werden. 

So wie im vorhergehenden Falle wählen wir auch hier den 
Durchmesser XX = ab [Fig. 166, Taf. IX] als Affinitätsachse A in 
der Weise, dass der mit der Ellipse K ai'fine Kreis derjenige Kreis 
Kfl sei, welcher über ab als Durchmesser besehrieben wei-den kann. 
Dem Durchmesser y, welcher mit ab=:XX bezüglich K konjugiert 
ist, entspricht sodann wieder der mit ab := xx konjugierte, also 
zu XX senkrechte Kreisdurchraesser y,,. 

Zieht man femer von dem Punkte S, in welcliem die Ellipsen- 
tangente t die Affinitätsachse A schneidet, eine Taugente i^ an 
den Kreis K,,, so kann dieselbe als die mit i affine Gerade be- 
trachtet werden. Dem Schnittpunkte n von t und y entspricht 
mithin der Schnittpunkt n^ von % und y,,, so dass man in niig 
die Richtung der Affinitätsstrahlen erhält und somit die 
gestellte Aufgabe ihre Lösung gefunden hat. 
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66. Aufgabe: Es sind die Achsen einer Ellipse, welche durch 
zwei konjugierte Durchmesser gegeheii ist, zu konstruieren. 

Die beiden gegebenen konjugierten Dnrchmossei: der Ellipse 
K seien ab unA cd [Fig. 167, Te,f. IX], Auch die diesfallsige 
Kouatruktiou kann wieder auf die affine Beaieliung der Ellipse 
K zu einem Kreise K,, Kurückgefübrt werden. Als Affinitätsachse 
A wählen ivir in diesem Falle die Tangente der Ellipse im Punkte c, 
d. i. die durch den einen Durebmesserendpautt c zum zweiten 
konjugierten Durchmesser ab geführte Parallele. 

Nachdem zwei affine Kurven zweiten Grades stets zwei 
Punkte der Affinitätsachse gemein haben müssen, so folgt, dass im 
vorliegenden Beispiele der mit der Ellipse K affine Kreis Kq die 
Affinitätsaehse A gleicbfalls in c berühren müsse; es wird sich 
somit bloss noch um die Lage seines Mittelpunktes 0,, handeln. 

Zunächst ist einleuebtend, dass Oo in der dnreh c zu A senk- 
recht gezogenen Geraden liegen müsse. Berücksichtigt man fer- 
ner, dass eiiier zur Affinitätsachse parallelen Geraden stets wieder 
eine zur Affinitätsaehse parallele Gerade, und dem Elbpsenmittel- 
punkt der Kreismittelpunkt 0^ {Satz in § 203) entsprechen r 
so folgt, dass dem Ellipsen durch messer ab ein i 
A paralleler Kreisdurchmesser Ogbu entsprechen wird. Nachdem 
aber auch die Äffinitätsstrahleu aa^ und bb,, als untereinander 
parallel zu denken sind, so muss aob^^^ab, d. i. der Kadius des 
zn bestimmenden Affinkreises K^ dem halben Durchmesser ab gleich 
sein. Hierdurch ist sowohl %, als auch K^ und endlich auch die 
Eiehtung 00(1 der Affinitätsstrahlon bestimmt. 

Da konjugierten, also aufeinander senkrecbt stehenden Dureh- 
messern des Kreises K,,, stets zwei konjugierte Durchmesser der 
Ellipse K entsprechen, und diese erhalten werden, indem man die 
Schnittpunkte der beiden erstgenannten Durchmesser und der 
Affinitätsachse mit dem Mittelpunkte o verbindet, so können die 
Achsen von K, als aufeinander senkrecht stehende konjugierte 
Durehmesser, leicht in folgender Weise bestimmt werden. 

Mau zeichnet einen durch und 0^ gellenden Kreis y, wel- 
cher seinen Mittelpunkt m auf AA hat. Der besagte Kreis ^ trifft 
die Affinitätsaehse A in zwei Punkten d^ luid dg, welche mit o,, 
verbunden, zwei aufeinander senkrecht stehende, also konjugierte 
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Durchmesser <!ps Kipisp=! Ko Pii^ehen Dic<ien Durclimessei'n eiit- 
eprecheu affin die konju^iPiteii Ellipse ii dm cbmesser diO und d^O, 
welche, da sie überdies auch aufemander senkrecht stehen, die 
gewäusehten Aebseii vnn K ippiasentieien Die Achsen end punkte 
A, B, C, D ergehen aich mit Hilfe doi zu OOq parallelen Affini- 
tätsstraiilen, als die den Endpunkten Ao, B^, C,,, D^ der Kreia- 
durchmesser Ü^Oq und d^Oo affin ent=!piecheiideii Punkte. 



§213. 

66. Aufgabe: Eine Ellipse, welche dureli den Mttelpniikt o, 

die Riclitnngen zweier koiijugiei-ten Durchmesser ox und 

oy, nnd durch zwei Punkte p und q gegchen Ist, soll nt^n 

auf einen Kreis bezogen werden. 



Wie in den früher besprochenen Fällen wählen wii auch hiei 
den Durchmesser ox [Fig. 168, Taf. IX] als AffinitÄts^chse A 
Durch diese Annahme wird erreicht, dase dem mit OX konjugieiton 
Ellipsendurchmesser oy der mit OX konjugierte also zu OX senk- 
rechte Kreis dur cbmesser OVu entspricht, und dass auch der Mittel- 
punkt des zu bestimmenden Affinkreises K^ wird. Der Ellipsen- 
sehne pq, welche verläugert die Affin itätsachse A in § trifft, wird 
affin eine durch 5 gehende, sonst aber noch unbekannte Kreissehne 
Po^o, und dem Halbiei'ungspunkte n von pq (infolge der Parallelität 
aller Affinitätistrahlen) der Haihierungepunkt flg der Kreiseehne 
pi^q,, entepiechen Da aber, zufolge einer bekannten elementaren 
Eigensebatt des Kreises K^, die Gerade on^ senkrecht auf p^q,, 
iteht, so mu-is Uq notwendig auch auf dem über §o als Durch- 
messei beschnebeuen Halbkreise 7 liegen. Führt man femer nv 
paiallel zu oy, so ergibt sieb einerseits die af^ne Gerade vn^ als 
die Parallele zu oyß durch v, und anderseits der Schnitt r,, der- 
selben mit dem über 08 verzeichneten Kreise 7. 

Hiermit ist in nrio die Richtung der Affinitätsstrablen 
gefunden, nnd daher die Möglichkeit geboten, Punkte des Affin- 
kreises Kg ZU bestimmen. Zu diesem Zwecke hat man bloss px 
parallel zu oy, und hierauf TcPf, parallel zu oy,, oder nv zu ziehen, 
um zwei affine Geraden zu erhalten. Der durch p zu rniu parallele 
Affinitätsstrahl pp(, bestimmt den Kreispunkt p^, daher der Affin- 
kreis Kq sofort als der durch p^, gehende Kreis aus dem Mittel- 
punkte mit dem Radius op^, besehlieben werden kann. Der 
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bezeichnete Kreis K^ trifpfc die Affiuitäbiaclise Ä iü zwei Punkten 
a und b, welche offenbar gleichzeitig die beiden Endpunkte des 
Ellipseudurciuuessers OX repräsentieren. 

§ 214. 

67. Aufgabe: Eine durch elneo Diircliuiesser ab nnd zwei 
Punkte m uod n gegebene Ellipse K ist affin in einen Kreis 

zu transformieren. 

Als der vei'langte Kreis kann^'ans bereits bekannten Gründen 
unmittelbar derjenige, K^, angenommen werden, welcher den ge- 
gebenen Bllipsendnrchmesser ab [Fig. 169, Taf. IXJ zum Durcli- 
messer hat, wobei letzterer gleichzeitig die Affinitätsaehse A vor- 
stellt. Es wird sieh sonach nur um die Ermittelung der Eieh- 
tung der Affinitätsstrahlen handeln. Znr Kenntnis derselben 
führt am einfachsten der folgende Weg. 

Die Gerade mn schneidet die Affinitätsachse A = ab in dem 
Panlite P. Die Polare p von P in bezng auf die Ellipse K ergibt 
sich (§ 152) als diejenige Diagonale aß des vollständigen Vier- 
eckes abmn, welche nicht durch P geht. Da P als Punkt der 
Affinitätsachse selbstentsprechend ist, so wird (Satz in § 194) der 
Polare p die Polare von P in bezug auf den Affinlo'eis K^, d. i. 
die durch den Schnitt -k von p und A gehende zu A senk- 
rechte Gerade p,, entsprechen. 

Führt man weiter nv parallel zn p und vn,, parallel zu Po, 
so sind auch diese beiden Geraden entsprechend. Die zu A senk- 
rechte Gerade n^v trifft mithin den Affinkreis K,, in dem dem 
Punkte n entsprechenden Punkte %, so dass man endlich in nn^ 
die Richtung der Affinitätsstrahlen erhält. 

§215. 

68. Aufgabe: Eine durch einen Durchmesser ab und zwei 
Tangenten i und t' gegebene Ellipse K soll affin auf einen 

Ereis bezogen werden. 

Den Durchmesser ab [Fig. 170, Taf, IS] nehmen wir wieder 
als Affinitätsaehse A an und erhalten somit den Affinhreie als 
denjenigen Ko, welcher über ab als Durchmesser beschrieben wird. 
Zieht man von den Punkten 8 und 8' , in welchen die gegebenen 
EDipaentangenten t und t' die Affinitätsaehse A schneiden, die 
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Kreistangenten t^ und t'„, so können dieselben den EllipseDtan- 
genten t und t' affin zugeordnet werden. Nachdem dem Schnitt- 
punkte n von t und t' der Schnittpunkt n^ von to und t'^ ent- 
spricht, so ist auch schon durch rniß die A.ffinitätsatrahlen- 
Richtnng bestimmt. 

Hiermit mögen die Aufgaben, welche sich anf die kollineare 
und affine Transformation von Kurven zweiten Grades in 
Kreise hezogen, ihren Äbschlnas finden, da es nach den gebotenen 
Beispielen gewiss keinei'lei Schwierigkeit bieten wird, auch in 
anderen Fällen passende und einfache Konstruktionen zu finden. 



§ 216. 

Bevor wir jedoch das Gebiet der ebenen Kollineation ver- 
lassen, muss noch auf das Vorkommen derselben bei der central- 
projektiviechen Darstellung und bei der Ümlegnng ebener 
Gebilde hingewiesen werden, da sich der diesbezügliche Zu- 
sammenhang für durchzuführende Konstruktionen als sehr' 
vrichtig herausstellt. 

Wir wissen nämlich, dass, sobald ein ebenes Gebilde cen- 
tralprojektivisch dargestellt und nebstbei in die Bildebene 
umgelegt ist, jede umgelegte Gerade (§ 47) nud deren Central- 
projektion einen Punkt der Bildliäehtrace gemein haben. 

Ferner ist bekannt, dass jeder umgelegte Pnakt und 
seine Centralprojektion (Satz in § 53) auf einem Strahle 
hegen, welcher durch das nm die Flnchttrace der betreffenden 
Ebene nmgelegte Projektionseentrum geht. 

Weiter entsprechen allen unendlich fernen Punkten des 
umgelegten Gebildes (§ 55) jene Punkte der Centi'alprojektion, 
welche gleichzeitig in der Fluchttrace liegen, und allen un- 
endlich fernen Punkten der Centralprojektion jene Punkte 
des nmgelegten Gebildes, welche sich in der umgelegten Spur- 
trace befinden. Es gilt daher der Satz: 

„Die CentralprojeJäton eines ebenen Gebildes und das um die 
Bildflächtrace seiner Ebene in die Bildebene umgelegte Gebilde sind 
stets perspekUvisch holUnear." 

„Die Bildflächtrace ist die KoUineationsachse; das um die 
Fluchttrace umgelegte Pt-oJeMionscentrum repräsentiert das KoUinea- 
tionscentrum; die Fluchttrace und die um die Bildflächtrace umge- 
legte Spurgerade stellen die beiden Gegmachsen vor." 
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§217. 

Räumliche pcrsitektiTisclie KoIIineatlon. (Perspektiviselie 
Kollineatioü zweier räamllchen Systeme.) 

Die im Vorhergehenden beliandelte kollineare Verwandt- 
Schaft zweier ebenen Systeme in verschiedenen Trägerebenen 
oder in einer nod derselben Ebene, ist, wie wir nnnmehr zeigen 
werden, nur die Reduktion oder sozusagen ein Beatandteil einer 
gleichartigen höherstufigen geometrischen Beziehung, derjeni- 
gen nämlich, die man als „räumliche perspektivische Koüineation" 
oder als „Perspektivische KoUimation sweier räumlicken Systeme" 
bezeichnet. 

Diese Verwandtschaft zweier räumlichen Systeme S^ und 
S^ ist dadurch deiimert, dass der Verbindungsstrahl je zweier 
entsprechenden Punkte von S^ und S3 durch einen festen 
Punkt C im Räume, d. i. durch das „KoUineationscentrum" 
geht; dass der Schnittpunkt je zweier entsprechenden Ge- 
raden — d. i, zweier Geraden, welche geometrische Orte ent^ 
sprechender Punkte vorstellen, — und die Schnittgerade je 
zweier entsprechenden Ebenen, — d. i. solcher zwei Ebenen, 
die gleichfalls aus einander entsprechenden Punkten zusammen- 
gesetzt sind, — in einer festen Ebene, der „KolUmationsebate" 
Ea hege. 

Setzen wir voraus, es sei Efl [Fig. Ul, Taf. IS] die Kolli- 
ueationsebene und C das KoUineationscentrum; ferner mögen Bj 
und Bg zwei einander entsprechende Punkte der beiden kollineareu 
räumlichen Systeme S^ und Sg vorstellen. Der aj und a^ ent- 
haltende Kolli neationsstrahl treffe die Kolhiieations ebene E« in a. 

Durch diese Angaben ist, wie aus der oben aufgestellten 
Definition hervorgeht, die kollineare Beziehung der beiden 
Systeme S^ und S^ vollständig bestimmt. 

Nehmen wir einen beliebigen Punkt b^ des Raumes als Ele- 
ment des Systems Sj an, so kann der ihm entsprechende Punkt 
bg des Systems Sg ohne weiteres konstruiert werden. Verbindet 
man zu diesem Zwecke die beiden Punkte a^ und b^ durch eine 
Gerade I,, so wird diese letztere die Eollineatiousebene Es in einem 
Punkte d schneiden, dui'ch welchen die kolliuear entspre- 
chende Gerade Ig des Systems Sg gehen muss. Die letztge- 
nanute Gerade enthält aber auch den Punkt Sg, ist mithin als 
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Verbiiidungsgerade desselben mit dem Punkte d bestiiiiiut, Sclilifiss- 
lich wird die Gerade Ij von dem Kollineati üusstrahle Cb^ in dem 
gestellten Punkte b^ geschnitten. 

Ebenso kann man zn einem beliebigen Punkte des Systemes 
S^ den kollinear entsprechenden Punkt des Systemes S^ 
bonstinaieren. 

Um ferner zu einer beliebigen Geraden des einen Systems, 
beispielsweise zn der Geraden g^ von Sj, die entsprechende 
Gerade des zweiten Systemes zn finden, haben wir bloss zu 
beachten, dass diese beiden Geraden — der aufgestellten Defini- 
tion gemäss — die KoUineatiousebene Ea in einem und demselben 
Punkte d' treffen müssen. 

Wählt man also auf der gegebenen Gei-aden g^ einen belie- 
bigen Punkt bj und konstruiert (wie vorher) den ihm entspre- 
ciienden Punkt bg mittels des Paar ea (aiBä), so wird man die ge- 
suchte Gerade g^ als Verbindungslinie der Punkte d' und b^ er- 
halten. 

Ferner wird auch die einer gegebenen Ebene Ej des Systems 
Si kollinear entsprechende Ebene Eg des Systems S^ leicht 
zu ermitteln sein, wenn man beriicksichtigt, dass Eg durch die 
Trace Eb von Ej auf der Küllineationsebene Ea gehen musa. Es 
genügt daher wieder, zu einem beliebigen Punkte b[ der Ebene 
E^ den kollinear entsprechenden Punkt b^ zu konstruieren, um 
sodann durch diesen und die vorgenannte Gerade Ei, die gesuchte 
Ebene E^ bestimmt zu erhalten. 

Seien femer 1^ und Ig irgend zwei einander entspre- 
chende Geraden der beiden Systeme S[ und Sg. Da sich 
diese Geraden selbstverständlich punktweise entsprechen, also ihre 
Punlite paarweise auf denselben Kollineationsstrahlen liegen, so 
ist einleuchtend, dass die durch diese beiden Geraden gehende 
Ebene das KoUineationscentrnm C enthalten mnss. 

Führt man durch C den zu 1^ pai-ailelen Strahl, so wird der- 
selbe die Gerade l( in einem Punkte u^ treffen, welcher dem un- 
endhch fernen Punkte U^ von Ig entspricht, Führen wir weiter 
durch Hj die zur Kolline ationsebene Ea parallele Ebene He des 
Systems S^, so wird die ihr entsprechende Ebene H^ des Systems 
$2 einerseits durch .den unendlich fernen Punkt U™, und ander- 
seits durch die Schuittgerado der Ebene He mit der Küllineations- 
ebene Ea, d, h. durch die unendlich ferne Gerade dieser bei- 
den Ebenen gehen müssen. Die besagte Ebene kann demnach 
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keine andere sein, als die nnendlicli ferne Eljone des Rau- 
mes, aufgefasst als Element des Systems S^. 

Umgekehrt trifft der zur Geraden Ij parallele Kollineations- 
strahl die entsprechende Gerade Ig in jenem Ponkte V^, welcher 
dem unendlich fernen Punkte V" von 1^ entspricht. Die durch 
Vg parallel zur Kollineationsebene Ea gelegte Ebene Ge des Sy- 
stems Sg wird wieder diejenige sein, welche der unendlich fernen 
Ebene des Raumes, als Element des Systems S^ aufgefasst, ent- 
spricht. 

Analog der bei zwei ebenen kollinearen Systemen gewählten 
Bezeichnung heissen auch hier die beiden Ebenen He und 6e die 
„Gegmehenen" der kollinearen räumlichen Systeme S, undS^. 

Da diese Gegenebenen und die Kollin eationsebene Efl untei-- 
einander parallel sind und durch drei Eckpunkte U,, V^, d eines 
Parallelogramm es gehen, dessen vierter Eckpunkt das KoUinea- 
tionscentrum C ist, so gelangt mau zu dem Schiasse, dass die 
eine dieser Gegenebenen vom KoUineationscentrum die- 
selbe Entfernung hat und auf das besagte Centrum in 
gleichem Siune folgt, wie die Kollineationsebeue in be- 
zug auf die zweite Gegenebene, 

Ebenso wie zwei ebenen kollinearen Systemen entspricht auch 
zwei räumlichen kollinearon Systemen S^ und Sg ein „Modul" 
oder ein charakteristisches Doppelverhältuis. 

Denn leitet man, wie früher gezeigt wurde, aus einem ur- 
sprünglich angenommenen entsprechenden Punktepaare (aiSa)' "~* 
dessen Koilineationsatrahl die Kollineationsebeue Ea in o. treffen 
mag, — ein beliebig anderes entsprechendes Punktepaar {b^b^) 
ah, dessen Kollineationsstrahl die Ebene Efl io ß trifft, so sind 
die beiden Würfe (Caa^a^) und (Cßb^b^) perspektivisch, da 
der eine die Projektion des anderen aus jenem Punkte d vorstellt, 
in welchem die einander entsprechenden Geraden a^bj = 1^ und 
a^bg = Ig die Kollineationsebene Efl treffen. Hieraus folgt, dass diese 
beiden Würfe ein gleiches Dopppelverbältnis k besitzen. Nach- 
dem aber unter (b^b^) ein ganz beliebiges entsprechendes Punkte- 
paar zu denken ist, so wird das Doppelverhältnis {Caaja2) = k 
überhaupt für alle Paare entsprechender Punkte dasselbe, d. h. 
für die durch C, Efl und a^^ag bestimmte kolliueare Beziehung 
konstaut sein, und den „Modul" der letzteren repräsentieren. 

Zwei kollineare räumliche Systeme S^ und Sj besitzen 
noch eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft, 
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Denken wir uns nämlich aus deu besagten räumlichen Sj- 
ei ebene Systeme, deren Trägereheuen zwei einander 
entsprechende Ebenen E^ und E^ von Sj^ und S^ sind, ausge- 
schieden, d. h. beziehen wir in diesen Ebenen jene Punkte, Ge- 
raden u. s. w. als entsprechend aufeinander, weiche sich auch als 
Elemente der räumlichen Systeme S^ und S^ entsprechen, so sind 
diese beiden ebenen Systeme offenbar perspektivisch kol- 
linear; denn, je zwei einander entsprechende Punkte von E^ und 
E^ liegen auf einem durch das Kolline ationseentrum C gehenden 
Strahle, und je zwei entsprechende Geraden von Ej und E^ treffen 
sich in einem Punkte jeuer Geraden Eu, welche die beiden Ebenen 
Ej und Eg mit der Kollineationsebene Efl gemein haben. 

Die Gegenachsen der beiden ebenen Systeme E^ und E^ 
sind selbstverständlich die Scbnittgeraden ihrer Träger- 
ebenen mit den bezüglichen Gegenebenen Hg und Ge; die- 
selben repräsentieren bekanntlieh jene Geraden, welche den unend- 
lich fernen Geraden der jeweilig zweiten Systeme entsprechen. 

Denkt ma,u sich femer aus den beiden räumlichen Systemen 
S^ und Sg zwei solche Systeme ausgeschieden, welche in einer 
und derselben durch das Kolliueationscentrum C gehenden Ebene 
P liegen, so sind diese beiden Systeme, wie an und für sieh ein- 
leuchtend, konlokal kollinear; denn entsprecheude Punkte 
liegen stets auf Strahlen, welche durch C gehen, und entspre- 
chende Geraden schneiden sich in Punkteu jener Geraden, in 
welcher die Ebene P die Kollineationsebene trifft. 

Die Schnittgeraden von P mit den beiden Gegenebenen He 
und Ge werden wieder die Gegeuachsen der genannten ausge- 
schiedeneu ebeueu Systeme repräsentieren. 

Beachtet mau endlich, dass einer zur Kollineationsebene Efl 
parallellen Ebene Ej^ des Systems S^ eine ebenfalls zur Kollinea- 
tionsebene, also auch zur Ebene E^ parallele Ebene Eg entspricht, 
so folgt, dass die beiden perspektivisch kollinearen Sy- 
steme, welche diese Ebenen aus den räumliehen Systemen Sj und 
uud Sj ausscheiden, {§ 196) insbesondere kolUuear-ähnüch sein 
müssen. Das Gesagte zusammengefasst liefert den Satz: 

„Zwei- räumliche Systeme können perspeJciivisch kolünear auf- 
einander bezogen werden, d. h. derart in Beziehung gebracht wer- 
den, dass entsprechende Punkte auf Strahlen durch einen festen 
Punkt — das KoUineationscentrum — gehen; dass sich entspre- 
chende Geraden resj). entsprechende Ebenen in Punlcten, beeiehungs- 
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weise Geraden ehitr festen Ebene, — der KolUneationsebene — 
schneiden." 

„Den unendh'ch fernen Ebenen beider Systeme entsprechen swei 
zur KoUineationsehene parallele Ebenen der bezüglichen zweiten Sy- 
steme — die Gegenebenen der letzteren." 

„Die eine Gegenebene besitd: von dem KolUneaiionscmtrum den- 
selben Abstand und denselben Folgesinn, loie die KoUineationsehene 
von der zweiten Gegetiebene." 

„Das Doppelverhältnis «ms zwei entsprechenden Punkten, dem 
Punkte in welchen ihr Kollineationsstrahl die KoUineationsehene 
trifft und dem KoÜineationscentrum, ist konstant." 

„Durch swei einander entsprechende Ebenen werden aus den 
räumlichen Systemen zwei kollineare ebene Systeme, oder, wenn die 
Ebenen zur EoÜineationsebene parallel sind, spesiell zwei koUinear- 
ähnliche ebene Systeme ausgeschieden." 

„Eine durch das Centrum gehende Ebene scheidet zwei kon- 
lokale kollineare ebene Systeme aus." 

„Für die ausgeschiedenen 'Systeme gilt: dass deren KoUinea- 
tionscentrum mit jenem für die räumlichen Systeme ubereinstvmmt; 
dass ihre KolUneationsachse resp. ihre Gegenachsen beziehungsweise 
in der KoUineationsehene und in den Gegenebenen der räumlichm 
Systeme liegen." 

§ i^l8. 

Zwei räumliche koUineare Systeme können ebenso wie 
zwei ebene koUineare Systeme nnter der Voraussetzung, dass ent-' 
weder die KoUineationsebene, oder aber das KoHineationseentrum 
in unendlicher Entfernung liegt, spezielle Formen annehmen. 

Im ersten Falle hat man dann zwei „kollinear-ähnliche räum- 
liche Systeme". Dieselben sind gegenüber der allgemeinen Ver- 
wandtschaft dadurch charakteiisiert , dass je zwei einander ent^ 
sprechende Geraden, sowie auch je zwei einander entsprechende 
Ebenen untereinander parallel sind, dass die Gegenebenen mit 
der unendlich fernen KolUneationsebene zusammenfallen; dass 
ferner der ,, Modul" sich auf ein einfaches Verhältnis, und 
zwar auf das Verhältnis der Abstände entsprechender Punkte vom 
Kollineationscentrum' oder Ahnlich keitscentrum, reduziert, und dass 
zwei aus diesen Systemen ausgeschiedene einander entspre- 
chende ebene Systeme stets kollincar-äbnlich sind. 
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Im zweiten Falle, d. i. bei unendlich fernem Kolliiiea- 
tionacentrum, bezeichnen wir die beiden Systeme als „affine 
räumliche Systeme". 

Die wesentlichen Eigenscliaften der affin-räumlichen Systeme 
ergeben sich mit Rücksicht auf die besondere Lage des Cen- 
trums ebenfalls sofort durch Spezialisierung der in § 217 aufge- 
stellten Sätze. 

An die Stelle der Kollin eationsstrahlen tritt das Parallel- 
stralilenbündel der Äfflnitätsstrahlen. Da die beiden Gegen- 
ebenen im Unendlichen liegen, entsprechen zwei parallelen Ge- 
raden wieder zwei parallele Geraden, und zwei parallelen Ebenen 
wieder zwei parallele Ebenen, 

Der Modul reduziert sich auf ein einfaches Verhältnis, 
und zwar auf das Verhältnis der Abstände zweier entsprechenden 
Punkte von dem Schnittpunkte ihres Afiiiiitätsstrahles mit der 
Äf&nitäts ebene (Eollineationsebene). 

Zwei aus diesen räumlichen Systemen aasgeschiedene ebene 
entsprechende Systeme sind stets affin-kollinear. 

Eine dritte, noch speziellere Form der Kollineation räum- 
licher Systeme erhält man durch die Kombination von Ähn- 
lichkeit und Affinität, d. h. unter gleichzeitiger Voraussetzung 
einer unendlich fernen Eollineationsebene und eines un- 
endlich fernen Kollineationscentrums. 

Zwei derartig aufeinander bezogene Systeme nennen wir zwei 
„räumlich JcoUinear- oder affin-kongruente Systeme". 

Dieselben repräsentieren hiernach zwei durch eine Parallel- 
verschiebung voneinander verschiedene Lagen eines und des- 
selben räumlichen Systemes. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen mag noch darauf hinge- 
wiesen werden, dass offenbar die für ebene kollineare Systeme 
(Satz 1 und 2 in § 193, Satz in § 194), bezüglich der Erhal- 
tung der Incidenz und der Erhaltung projektivischer 
Eigenschaften bewiesenen Sätze auch ihre volle Gültigkeit für 
koUinearo räumliche Systeme beibehalten. 
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VII. Kapitel. 

Aufgaben in centralprojektivischer Darstellung 

mit Benützung projektivischer und kollinearer 

Konstruktionen. 

§ 219. 
69. Aufgabe: Kin tieliel)iges in der Biltiel)ene gegebenes Vier- 
eck abcd [Fig. 172, Taf. IX] Ist als die Centralprojeklion 
eines in waiirer Grösse gegehenen Viereckes ABCD zu be- 
trachten; es sind die Tracen der Ebene des letzteren unter 
der Voraussetzung zu ermitteln, dass die besagte Ebene 
eine Bildfläelmeigiing Nb = a besitze, rnid weiter ist die Lage 
des Projektionscentrums zu bestimmen. 

Stellen wir uns vor, das Problem wäre bereits gelöst, und 
man würde das Viereck ABCD um die schon gefundene Bildfläch- 
traee Eb seiner Ebene in die Bildebene umgelegt haben, so würde 
man daselbst ein mit ABCD kongruentes Viereck AoB^CnDu erlial- 
teii, welches (nach Satz in § 216) mit dem gegebenen Viereck 
abcd koUinear wäre, wobei sei bstv er ständlich das um- die Mucht- 
trace E, umgelegte Projektionscentrum C^ das Kolliueationscen- 
tnim, die Bildflächtrace Ei, die KoUineationsaohse und die Flucht- 
trace Ev die eine Gegeuachse (d. i. die im Systeme des Viereckes 
abcd) repräsentieren würde. 

Es ist unschwer einzusehen, dass die gestellte Aufgabe der 
Wesenheit nach als gelöst zu betrachten ist, sobald das Viereck 
AoBoCoDo iu seiner'au abcd [Fig. 172, Taf. IX] kollinearen 
Lage als bekannt vorliegt. Letzteres lässt sich übrigens leicht 
erreichen, wenn man den bezüglich „der Erhaltung projektivischer 
Eigenschaften bei kollinearer Transformation" in § 194 bewiesenen 
Satz anwendet. 

Denken wir uns demnach unter Berücksichtigung des Gesag- 
ten durch A (Nebenfigur) die Diagonale AC und weiter durch den 
nämlichen Punkt eiuo zu CB parallele Gerade AV™^=S gezogen. 
Befände sich nun das Viereck ABCD iu der mit abcd kollinearen 
Lage AoBoCijDd, so würde der Geraden AC die Gerade ac, und der 
Geraden S jene Gerade a entsprechen, welche nach dem Flucht- 
punkte V, von bc durch a gezogen werden kann. 



y Google 



.— 272 — 

Da der von den vier Strahlen ab, ac, ad, aa gebildete Wurf 
(nach dem vorerwälmtea Satze, § 194) mit dem von den vier 
Strahlen AB, AC, AD, AS projektiviscli sein muss, so gilt das 
Gleiche auch von dem Wurfe bcd'Vi in welchem der obgenannte 
erste Vierstrahl die Gerade bc schneidet, nnd von dem Wurfe 
BCD'Vcc, in welchem der vorangefiihrte zweite Vier strahl die Ge- 
rade B C trifft. 

überträgt man daher den Wurf B C D' V„ kongruent auf 
eine beliebig durch d' gezogene Gerade nach b'c'd'v'™, so wird 
dieser mit bcd'v^ perspektivisch sein, und man wird den 
Punkt Vi auf bekannte Weise mittels des vermittelnden Cen- 
trums M, welches sich im Schnitte von bb' und cc' ergibt, er- 
halten, sobald man Mv^v« parallel zu d' v'„ führt. 

Die Verbind ungagerade aVj entspricht also kollinear der zu 
BC parallelen Geraden, ist mithin die Centralprojektion derselben 
und trifft folglich die Centralprojektion bc der ihr parallelen Ge- 
raden in deren Fluchtpunkt v^. 

Zieht man femer den Strahl AS = Si (siehe Nebenfigur) 
parallel zu CD, so wird demselben jene durch a gebende Gerade 
entsprechen, welche gleichzeitig den Fluchtpunkt V2 von cd ent- 
hält. Um dieselbe zu bestimmen, wird es genügen, den Schnitt- 
punkt S von AS = Si mit BC kongruent in die Reihe b' c' d' vi, 
nach s' an übertragen, sodann mittels des Strahles Ms' auf bc 
den dem Punkte S kollinear entsprechenden Punkt S aufzusuchen, 
nnd im Schnitte von as und cd den Fluchtpunkt Vg dieser beiden 
Geraden festzustellen. 

Die Verbiudungsgerade E« der beiden gefundeneu Flucht- 
punkte Vj und Vg repriisentiert bereits die Flnchttrace der ge- 
suchten Vierecksebene. 

Mit Zuhilfenahme von Ev kann man nun anstandslos das 
umgelegte Projektionscentrum Cq konstruieren. 

Da nämlich die von C,, aus nach den Fluchtpunkten V3 und 
V4- von ab und ad gezogenen Pluchtstrahlen denselben Winkel (p 
eiüschliessen müssen, den (in wahrer Grösse) die Viereckseiten 
AB und AD bilden, so wird C,, notwendig auf jenem Kreise y^ 
liegen, welcher, den Winkel 9 als Peripheriewinkel fassend, über 
der Strecke VgV^ beschrieben werden kann. 

Ein zweiter derartiger Ki'eis, beispielsweise der Kreis Y31 öt'er 
der Strecke der Fluchtpunkte v, und V5 von bc und ac, ist gleich- 
falls leicht konstruierbar, wenn man berücksichtigt, dass der 
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Peripherie winke], welchen derselbe üher der Sehne VVg fassen soll, 
dem Winke! if der beiden Geraden BC und AC gleich sein muss. 
Im Schnitte dieser beiden Kreise Yj und y^ erhält man da- 
her das gesuchte umgelegte Projektionsceutrum C\. 

Die räumliche Lage des Projektionseentrums, d. i. den 
Hauptpunkt A und die Distanz AC kann nunmehr aus dem 
gegebenen Neigungswinkel cc der Ebene E gegen die Bild- 
ebene (mit Hilfe des rechtwinkligen Dreieckes AA^C, in welchem 
AjC'=A^C'||} abgeleitet werden. 

Es erübrigt somit nur noch die Ermittelung der Bild- 
fläehtrace Eb. Führt man zu diesem Bebufe die beiden Strah- 
len C'„a und C'^d, so müssen (Satz in § 53) auf denselben die in 
die Bildebene umgelegten Punkte A^ uud D^ des Viereckes liegen. 
Ferner muss die umgelegte Gerade A^Dq zu dem umgelegten 
Pluchtstrahle C'^v^ parallel und weiter AuD^ gleich AD sein. 

Diese Bedingungen werden erfüllt, indem man auf C'„v^ von 
C'n aus die Strecke C'^,v = AD aufträgt, und den Strahl C'^a mit 
der durch v zu C'^Vg Parallelen in A,, durchschneidet. Die um- 
gelegte Gerade A^Dd ergibt sich sodann als die Parallele durch 
Aq zu C0V4. Die letztere d. i. üf^Ug trifft ihre Central pro jektion 
ad in einem Punkte 84, welcher offenbar der Durchstosapunkt 
derselben mit der Bildebene ist. Führt man demnach durch 8^ 
eine Gerade Et, parallel zu E,, so wird diese die Bildßächtraee Eb . 
der verlangten Ebene E liefern. 

Legt man nun das Viereck abcd um Eb in die Bildebene um, 
so wird man in der That ein mit dem gegebenen Viereck ABCD 
kongruentes Viereck AnB^CgD,, erhalten. 



CcntralprojftktlTlsehe Darstellung Ton Krcisbildcrn. 

Ist in irgend einer Ebene ein Kreis K gegeben, dessen cen- 
tralprojektivisches Bild zu bestimmen ist, so kann ganz all- 
gemein in der Weise verfahren werden, dass man die Centralpro- 
jektionen einer beliebig grossen Zahl von Punkten oder Tangenten 
des Kreises ermittelt, und dieselben in gleicher Reihenfolge durch 
eine stetige, das Kreisbild darstellende Kurve verbindet. 

Abgesehen von der Ungenauigkeit der hierbei erlangten Re- 
sultate, von der tötenden Langeweile der Konstruktion und von 
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der Unmasse der sich häufenden Konstniktionslinien, entspricht 
diese punktweise vesp. tangenten weise Darstellung nichts weniger 
als einem wissenschaftlichen Standpunkte; es erscheint daher er- 
spriesslich, Methoden anzugeben, welche gestatten, die Kreishil- 
der, welche (nach Satz 1, § 193) stets Kurven zweiten Grades 
sind, direkt durch zwei konjugierte Dnrchmeaaer, oder durch 
die Achsen darzustellen. 

Diese Methoden beruhen auf der an früherer Stelle (Satz in 
§ 216) ausgesprocheneu Eigenschaft, dass der um die Bildfläch- 
trace seiner Ebene in die Bildebene umgelegte Kreis und dessen 
Kreisbild in kollinearer Beziehung zu einander stehen. Bezüg- 
lich näherer Ausführung mögen nachfolgende Probleme dienen. 



§ 221. 

70. Aufgabe: In ciuer durch ihre Traccii E,, Eb [Fig. 173, 
Taf. X] gegebnen Ebene ist ein Kreis dei'ai-t anzunehmen, 
dass sein centralprojettlvisclics Bild als Ellipse erseheint, 
nnd sind a) zwei konjugierte Dnrehmesser, b) die Achsen 
dieser Ellipse zu bestimmen. 

Legen wir das Projektionscentrum (A, C) um die Fluchttrace 
E, nach C^, und die Spurgerade der Ebene E„Ei, um die Bild- 
flächtraee Ej, nach ES um, so wird C,, (Satz iu § 216) das Kolli- 
neationscentrum, Et die Kollin eationsachse, Ev die eine Gegenachse 
(im Systeme der Centralprojektion) und E% die zweite Gegenaehse 
(im Systeme der Umlegnng) repräsentieren. 

Nachdem, der gestellten Aufgabe gemäss, das Bild des 
Kreises, also die mit dem umgelegten Kreise kollineare 
Kurve zweiten Grades eine Ellipse sein soll, so darf der um- 
gelegte Kreis (nach Satz, § 201) mit der Gegenachse seines 
Systems, d. i. mit der Geraden Es keine reellen Punkte ge- 
mein haben. Dieser Bedingung wird beispielsweise der Kreis Kg 
entsprechen. 

Dem eben citierten Satze entnehmen wir weiter, dass der 
Mittelpunkt M des Kreisbildes jenem Punkte M^ kollinear 
entspricht, oder mit anderen Worten die Centralprojektion 
jenes Punktes füg ist, welcher den Pol der Gegenachse Es in 
bezug auf den Kreis K^ repräsentiert. 
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Der besagte Pol My Icann auf uacli steh ende einfache Weise 
konstruiert werden. Der zu Es aenkrechte Kreisdurehraesser Dj, 
[Fig. 173, Taf. X] repräsentiert die Polare des unendlich fernen 
Paniitea u« von E%, Derselbe schneidet £% in dem Punkte v^, 
dessen Polare D'„ sich als die Berühr ungssehne der von r^ an K,, 
gezogenen Tangenten rda,, und Tg^ ergibt, Der Schnittpunkt Mo 
von Dg und 0\ ist bekannfclioli (Satz 1, § 153) der gesuchte Pol 
Mg der Geraden PoU<= = ES. 

Gleichzeitig repräsentieren die beiden Geraden D^ und D'^,, 
da die eine, D^, den Pol r^ der anderen, D'^, enthält, zwei kon- 
jugierte Polaren in bezug auf den umgelegten Kreis K^. 

Bestimmt man nun die Centralprojektionen D = cd und 
D' = ab der beiden Geraden D,, und D'^, (auf bekannte Art durch 
Zurüekführung), so werden dieselben zwei konjugierte Durch- 
messer des Kreisbildes K vorstellen, da ihr Schnittpunkt M 
der dem Punkte M^ (Pol der Gegenachse Eg) entsprechende Punkt 
ist. (Satz, § 194.) Die Endpunkte a, b, c, d dieser Durch- 
messer erhält man als die Centralprojektionen jener Punkte 
3(1, bfl, C„, do, welche die Geraden 0,, und D'„ mit dem Kreise K,, 
gemein haben, mittels der Strahlen C^B^, Cflbj, CdC„, C^dQ. Hier- 
mit ist der erste Teil der Aufgabe gelöst. 

Wir gehen über auf den zweiten Teil d. i. zu der Konstruk- 
tion der Achsen des Kreisbildes K. 

Zu diesem Zwecke wollen wir zunächst noch zeigen, wie man 
ganz allgemein zwei konjugierte Durchmesser des Kreis- 
bildes K bestimmen kann. 

Da das Kreisbild K und der umgelegte Kreis K,, kollinear 
sind, und dem Mittelpunkte M von K der Pol Mg der Gegenachse 
Es bezüglich des Kreises Kp entspricht, so werden überhaupt zwei 
beliebigen durch Mq gehenden konjugierten Polaren des Kreises 
Kq (Satz, § 194) zwei durch M gehende konjugierte Polaren der 
Kurve K, d. h. zwei konjugierte Durehmesser von K kollinear 
entsprechen. 

Zwei konjugierte durch M,, gehende Polaren von K„ kann 
man aber stets erhalten, wenn man die eine, beispielsw;eise Dj 
beliebig durch M^ zieht, und die zweite, DJ, als die Polare 
des Schnittpunktes So von Es und D^ konstruiert, (Sätze 
in § 153.) 

Die beiden genannten Geradon DJ und D^ treffen die Bild- 
ilUchtrace ( Kolli neationsachse) Eu in zwei Puidften S^ und bg, 
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welche mit M verbundeo bereits die entsprechenden konjugierten 
Durchmesser D^ und Dg von K ergeben würden. 

Wenn auf diese Weise alle Paare konjugierter Durchmesser 
von K Itonstruierfc würden, so erhielte man (Satz in § 157} ein 
involntorisches Biieehel, welches selbstverständlich die Kolli- 
neationsachse Eb in einer iavolutorischeii Punktreibe 
schneiden müsste. 

Von der letzteren sind aber thatsächlich , als Resultate be- 
reits vorgenommener Konstruktionen, zwei Paare konjugierter 
Punkte vorhanden. Das eine Paar erscheint nämlich durch 
die beiden Schnittpunkte §j und &g von Eb mit den konjugierten 
Durchmessern Dj und D^; das zweite Paar und U» hingegen 
durch die Schnittpunkte von Eb mit den beiden konjugierten 
Durchmessern und D' repräsentiert. Da überdies U«, in unend- 
licher Entfernung liegt, so ist der demselben konjugierte Punkt 
(nach § 170) der Centralpunkt der vorgenannten involntorischen 
Reihe. 

Beschreibt man über h^b^ als Durchmesser einen Kreis 7, so 
trifft derselbe die durch senkrecht zu Eb gehende Gerade D,, in 
einem Punkte ji, so dass (nach § 170) die Strecke 0[). den ,, Mo- 
dul" der Involution darstellt, und mithin jeder weitere durch ji, 
gehende Kreis, welcher seinen Mittelpunkt auf Eb hat, auf E|, 
selbst zwei konjugierte Punkte der Involution bestimmen 
würde, welche mit M verbunden stets zwei konjugierte Dureh- 
messer von K Hefern müssten. Wird aber speziell jener Kreis 
7' benützt, welcher überdies den Punkt M enthält, so bestimmt 
derselbe aai Eb jene beiden konjugierten Punkte i^ und ig der 
vorbezeichneten Involution, welche mit M verbunden zwei auf- 
einander senkrecht stehende konjugierte Durchmesser, 
oder mit anderen Worten: die Achsen X und Y (resp. A^M und 
AjM) des Kreisbildes liefern. Diesen Achsen entsprechen 
kollinear die beiden Geraden M^Aj^i^Xo und Moaa = Yfl, 

Transformiert man mit Zuhilfenahme der Strahlen CgH^, 
C(,Bo, CgCo, C^Dü die Schnittpunkte A^, Bß, C^, D^ von X,, und Yq 
mit K„ kollinear, so erhält man schliesslich die Acbsenendpunkte 
A, B, C, D des Kreisbildes K' bestimmt, womit auch der zweite 
Teil des gestellten Problems erledigt ist. 
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71. Aufgabu: In einer durch ihre Ti-accn E,, Ei, gegelbenen 

Ebene ist ein Kreis derart zu wählen, dass sein central- 

projektlvlsehes Bild eine Hyperbel wird; die reelle Aehse 

und die Asymptoten der letzteren sind zu konstruieren. 

Vor allem ist wieder das um die Fluehttraee E^ [Fig. 174, 
Taf. X] umgelegte Projektiouscenirum C,,, und die um die 
Bildflächtrace Eb umgelegte Spurgerade Es za ermitteln. 

Das Kreisbild K uud der um Eb umgelegte Kreis K,, werden 
Itollinear sein, wobei Co, Eb, E, uud El (Sat^z in § 216) be- 
ziebnngsweise das Kollineationscentrum , die Kolliueatiousaclise, 
die Gegeuaehse im Systeme der Kurve K und die Gegenachse im 
Systeme des Kreises K,, repräsentieren. 

Nachdem das Bild des Kreises K,, eine Hyperbel seiu 
soll, muss der Kreis K^ (Satz in § 201) derart gewählt werden, 
dass dessen Schnittpunkte Ug und v,, mit der Gegenachse Eg 
seines Systems reell sind. 

Den beiden Punkten Uß und v^ entsprechen sodann kollinear 
die unendlich fernen Punkte u« und v« der Hyperbel K 
auf den Kollineationsstrahleu CdU^ und CoV,,. 

Zeichnet man ferner die Tangenten tj und t" des umgelegten 
Kreises Kf, in den Punkten y^ und Vq, so werden denselben die 
Tangenten tu i^nd i, der Hyperbel K in deren unendlich fer- 
nen Punkten u„ und v«, d. h. die Asymptoten der besagten 
Kurve entsprechen. Konstruktiv erhält man die letzteren als die 
durch die Schnittpunkte dj und d^ der Kolline ationsachse Ej, mit 
den entsprechenden Kreistangenten tu und ty zu C^u^^ und CgVo 
geführten Parallelen. 

Der Schnittpunkt M von t« und i,, welcher den Mittel- 
punkt der Hyperbel bestimmt, entspricht kollinear dem 
Sclinittpnnkie M^ der beiden Kreistangenten tu und tj. 

Die Achsen der Hyperbel ei'geben sieh als die beiden 
Winkelhalbierenden der von den Asymptoten gebildeten Winkel. 
Die eine dieser Achsen, X, trifft die Koilineationsachse Et in 
5, so dass 5M(, = Xo die der Achse X kollinear entsprechende Ge- 
rade im Systeme des umgelegten Kreises K,, ist. Auf analoge 
Weise würde man auch die der anderen Aehse Y entsprechende 
Gerade Y« finden. 
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Eine dev beiden Gevadeii X„ oder Y^, (iiier X,,), sehneidet den 
Kreis Kq in zwei reellen Punkten R^ und S^, welche kollinear 
mittels der Strahlen CoR^ und CoS^ anf der Achse X die End- 
punkte derselben oder die Scheite!3Rj,|und^°S der'HyperbeV- 
äste bestimmen. 

§,223. 
72. Aufgabe: Ein in einer gegebenen Ebene EyEb zu wählen- 
der Kreis soll, centralprojektivisch dargestellt, als Parabel 
ei*scheinen; os sind die Achse, die 8cheiteltangonte und der 
Brennpunkt der Parabel zu bestimmen. 

Nachdem, wie in den beiden vorhergehenden Aufgaben, das 
umgelegte Centrum Cq [Fig. 175, Taf. X] und die umgelegte Spur- 
gerade Es konstruiert ist, haben wir den umgelegten Kreis K^ 
(nach Satz, § 201) so zu wählen, dass er in irgend einem Punkte 
Ug die umgelegte Spnrgerade E» (d.i. die Gegenaebae seines 
Systems) berührt. 

Die Centralprojektion des genannten Berührungspunk- 
tes, welche man als den unendlich fernen Punkt des Xolli- 
neationsstrables CgUg erhalt, repräsentiert auch den unend- 
lich fernen Punkt der Parabel K; es wird mithin jeder 
Durchmesser und ebenso die Achse der Parabel durch den 
letztbezeichneten Punkt geben, oder mit anderen Worten, xa 
dem Strahle 0^11,, parallel sein müssen. 

Nachdem somit die Richtung der Achse der Parabel K 
bekannt ist, ist auch der unendlich ferne Punkt resp. die Rich- 
tung der Scheiteltangeute als einer zur Achse senk- 
rechten Geraden bestimmt. 

Führt man demnach durch C^ eine zu C„Uo senkrechte Ge- 
rade C|,Vu, so wird diese zur gesuchten Scheiteltaugente parallel 
sein, und mithin deren Kollineationastrabl vorstellen. Als 
Kollineations.?trahl wird er die Gegenachse Eg in jenem Punkte 
Vfl treffen, welcher dem unendlich fernen Punkte der Schei- 
teltaugente entspricht. Die der Seheiteltangente kollinear 
entsprechende Gerade ist mithin die durch Vq gehende Tangente 
to des umgelegten Kreises K^. Die besagte Tangente Iq schneidet 
die Kollineationsachse Eu in dem Punkte §, daher die durch 5 zu 
CqVo Parallele die gesuchte Seheiteltangente t seihst liefert. 

Der Scheitel A der Parabel wird als der dem Berüh- 
rungspunkte Ä„ der Kreistangente !„ kollinear entsprechende 
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Punkt mittels des Strahles C„k(, erhalteu, währiiud sich die Pa- 
rabelachse X als die Senkrechte darch A zu t ergibt. 

Die Bestimmung des Brennpunktes F kann auf folgende 
Weise bewerkstelligt werden. 'Zieht man durch das umgelegte 
Centrum C^ eine der beiden Tangenten t an den Kreis Kg, so 
repräsentiert dieselbe (Satz, § 201) gleichzeitig auch eine Tan- 
geute der Parabel K. Führt man ferner durch den Schnitt- 
punkt OL der Scheiteltangente t mit der Tangeute t eine Seuk- 
rechte aF zu der letzteren, so trifft dieselbe die Achse X (Satz 2, 
§ 188) in dem gesuchten Brennpunkte F. 

§224. 
73. Aufgabe: Ein in 4er Bildebene gegebener Kreis K ist 
als die Centrivlprojeiftion eines /ireit«n Kreises, dessen 
Mittelpunkt auf einem Träger &tp gegel>en ist, zu l)e- 
trachten; es soll unter diesen Bedingungen die Lage des 
Projektionscentrnms imd der Kreisebene, sowie die des nm- 
gelegtcn Kreises bestimmt Trerden. 

Denken wir uns mit Hilfe der bis jetzt noch unbekannten 
Elemente den Kreis im Baume, dessen Oentralprojektiou der Kreia K 
sein soll, in die Bildebene nach K,, [Fig. 176, Taf. X] umgelegt, 
so müssen bekanntlich K und K^ iu bezug auf das umgelegte Cen- 
trum Cg ak Kolli neationscentr um, die Bildfläehtraee Et der Kreia- 
ebeue als Kollineationsaohse, und die Fluchttrace Ey als Gegen- 
achse im Systeme K kollinear sein. Ferner wird (Satz, § 201) die 
Fluchttrace oder Gegenachse E„ die Polare des Bildes des ge- 
gebenen Kreiamittelpunktes in bezug auf den Kreis K repräsentieren. 

Hiermit sind wir zunächst iu den Stand gesetzt, die Flucht- 
trace Ev als Polare des Punktes konstruieren zu können. 
Zu diesem Zwecke haben wir bloss durch die zu dem Kreis- 
durehmesser oO senkrechte Sehne pa zu ziehen und den Schnitt- 
punkt V der beiden Tangenten in p und c zu bestimmen. Mit 
Zugrundelegung des Satzes in § 153 ergibt sieh die verlangte 
Polare E, als die durch V zu pff geführte Parallele E,. 

Nachdem weiter die Kreisebene E durch den gegebenen Kreis- 
mittelpuukt 0, welcher anf dem Träger &(fi liegt, gehen muss, 
erhalten wir die Bildfläehtraee Eh der besagten Kreiaebene E ein- 
fach dadurch, dass wir den Träger S(p durch eiuen anderen S' 9' 
ersetzen, dessen Fluchtpunkt tp' in E, liegt. 

Den bisher ausgeführten Konstruktionen gemäss wird der 
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Kreis K, wie auch das Projektionsceiitrum liegen mag, die 
Centralprojektion einer in der Ebene EvEb liegenden Kurve 
zweiten Grades sein müssen, welche ihren Mittelpunkt in hat. 

Der gestellten Aufgabe zufolge soll aber die besagte Kurve 
insbesondere ein Kreis sein, daher von dieser Bedingung die 
Lage des Projektionscentrums abhängig ist. Letzteres wird 
sich als das Resultat nachstehender Betrachtungen resp, Konstruk- 
tionen höchst einfach ergeben. 

Die Sehne pa und der Durchmesser aoOc des Kreises K sind 
gleichzeitig zwei konjugierte Polaren in bezng auf diesen Kreis K. 
Denselben müssen (Satz in § 194) kollinear, d, i. im Systeme des 
umgelegten Kreises Kq, zwei durch dessen Mittelpunkt 0„ gehende 
konjugierte Polaren, also zwei aufeinander senkrecht 
stehende Kreisdurehmesser entsprechen. Die Richtungen dieser 
Kreisdurchmesser sind auch die ihrer Kollineationsstrahlen, d. h. 
jener Strahlen, welche den noch unbekannten Punkt Cq mit den 
Fluchtpunkten V und V» von aoOc und ps verbinden. 

Nehmen wir ein zweites beliebiges Paar durch gehender 
konjugierter Polaren Dj und D^ des Kreises K an, indem wir die 
eine Dg^OVj beliebig ziehen, die andere D]^=30Vj aber als die 
Polare des Schnittpunktes Vg von Dg und Ey konstruieren, so wer- 
den auch diesen beiden Polaren zwei aufeinander senkrecht stehende 
Durchmesser D" und D° des Kreises Kß entsprechen, und ebenso 
werden selbstverständhch auch die zu ihnen parallelen Kollinea- 
tionsstrahlen CflVj und C^Vg einen rechten Winkel bilden müssen. 

Nachdem das Gesagte in gleicher Weise von jedem beliebigen 
anderen Paare konjugierter Polaren von K gilt, so erhalten 
wir die Bedingung, dass das umgelegte Projektiouscentrum 
Co gleichzeitig der Seheitel einer Rechtwinkelinvolution sein 
muss, welche die polar -involutorische Reihe (v, Vc»; V,, V^ ; . . .) 
des Kreises K auf der Geraden E, projiziert. 

In Übereinstimmung mit der in § 173 angegebenen Konstruk- 
tion ergibt sich mithin C,, im Schnitte von oO mit dem über VjV^ 
als Durchmesser beschriebenen Kreise y. 

Hierdurch ist die kollineare Beziehung zwischen K und K^ 
vollständig bestimmt. Den umgelegten Kreismittelpunkt Oy kann 
man auf bekannte Art als den mit kollinearen Punkt ermitteln, 
und aus demselben {etwa nach Satz in § 201) den umgelegten 
Kreis Kf, selbst durch jene beiden Punkte m und n führen, welche 
der Kreis K mit der Kolli neationsachse Ei, gemein hat. 
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Was endlich die Lage des Projektionscent rums im 
Räume betrifft, so kann allenfalls noch die Forderung hinzuge- 
fugt werden, dass die Ebene E,Ei, eine bestimmte Büdfläclinei- 
gung besitzen solle, und wäre sodann der Hanptpunlit A und die 
Distanz (A, C) so wie in früheran Fällen (Aufgabe 69} zu kon- 
struieren.*) 



Centralprojcttivische DarstcUiu^ der HpicgelliUder. 

Das Spiegelbild eines Punktes a in bezug auf eine 
spiegelnde Ebene S ist definiert als der mit dem Punkte a 
symmetriscli gegen S liegende Punkt a', d. i, als jener Punkt 
auf der durch a senkrecht zu S geführten Geraden, welcher 
ebenso weit hinter der spiegelnden Ebene liegt, als das 
Original vor derselben. 

Aus dieser Definition folgt ohne weiteres, dasa ein in der 
spiegelnden Ebene selbst liegender Punkt mit seinem Spiegel- 
bilde zusammenfällt, und dass das Spiegelbild eines unend- 
lich fernen Punktes selbst wieder ein unendlich ferner Punkt 
sein müsse. Insbesondere fällt auch das Spiegelbild des ge- 
meinschaftliehen unendlich fernen Punktes aller zur 
Spiegelebene seokrechten Geraden, da dasselbe gleichfalls 
auf den letztbezeichneten Geraden liegt, mit dem besagten Punkte 
selbst zusammen. 

Nachdem ferner jedes Raumgebilde aus Punkten zusammen- 
gesetzt gedacht werden kann, so wird das Spiegelbild eines sol- 
chen der geometrische Ort der Spiegelbilder aller seiner 
Punkte sein. 

Hiernach wird das Spiegelbild einer Geraden wieder eine 
Gerade und zwar jene sein, welche von den Spiegelbildern 
aller Punkte der erstgenannten Geraden gebildet wird. Da 
weiter jener Punkt, in welchem die Originalgerade die spiegelnde 
Ebene trifft, mit seinem Spiegelbilde zusammenfällt, so geht 
selbstverständliüh auch das Spiegelbild der besagten Geraden durch 
den bezeichneten Schnittpunkt. 

*) Peschka, direkte AchsenbeBtimmung der Kreisbilder, Zeitsohr. d. 
österr. Ing.- und Ar eh. -Vereins, Wien 1874, und „PerBpektivieohe Bilder des 
Kreises", Archiv d. Math. u. Physik. 57. Bd. 1875. 
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Ebenso eutspricht einer Ebene als Spiegelbild wieder eine 
Ebene, welche durch den Schoitt der erstereu mit der Spiegel- 
ebene gehen muss, u. s. w, 

Dass eine Gerade und ihr Spiegelbild, und ebeuso eine Ebene 
und ihr Spiegelbild gegen die Spiegelebene gleich geneigt sind, 
ist infolge der Symmetrie gegen die Spiegelebene selbstver- 
ständlich. 

Diese Bemerkungen allein genügen schon um zu zeigen, dass 
sich der Zusammenhang zwischen irgend einem Gebilde uud sei- 
nem Spiegelbilde als eine höchst einfache geometrische Be- 
ziehung dai'stelle. In folgendem wollen wir uns mit der cen- 
tralpi'ojektivischen Darstellung von Spiegelbildern einer- 
seits der Sache wegen, anderseits aber auch mit Rücksicht auf die 
sich dabei ergebenden beachtenswerten Resultate beschäftigen. 

Nebenbei bemerkt, wollen wir eine Spiegelebene stets anf 
beiden Seiten als spiegelnd voraussetzenr, um für jeden Punkt 
des Raumes unter allen Umständen ein reelles Spiegelbild zu 
erhalten. 

§ 226. 

74. Aufgabe: Unter der Yoraussctzuiig «iner (lurct ihre 

l'i'acen S,, Si, gegebenen Ebene S ist das Splcgelhild eines 

Punktes a, einer Geraden dv und einer Ebene E,Eb central- 

projektiviscli darzustellen. 

Da die Spiegelbildei' aller Punkte auf zur Spiegelebene senk- 
rechten Strahlen liegen, so haben wir zunächst den der Flucht- 
traee Sy [Fig. 177, Taf. X] entsprechenden Normalenflucht- 
punkt Vs zu konstruieren. 

Um das Spiegelbild des auf dem Träger dv gegebenen 
Punktes a zu ermitteln, führeu wir durch a den zur Spiegel- 
ebene senkrechten Strahl aVg und bestimmen dessen Schnittpunkt 
a mit der Spiegelebene SvSb durch Zuhilfenahme der durch aVg 
und dv gelegten Hilfsebene h,hb. 

Gemäss der im Vorhergehenden aufgestellten Definition ist 
das zu bestimmende Spiegelbild von a jeuer Punkt a' der Geraden 
aVs, welcher von « dieselbe Entfernung wie a hat. Behufs Kon- 
stmktion des letztbezeichneteu Punktes a' könnte man alleufalls 
von dem Teilpnnkte T der Geraden aVs, welcher in der Trace h, 
liegt, Gebrauch machen, die Strecke aa auf h|, nach aja^ proji- 
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zieren, sodann auf hb die Strecke a.\a^^ n^ix^ bis n\ übertragen, 
und weiter von T ans den Punltt a', nach a' atif avs projizieren, 
um in a' das gesuchte Spiegelbild zu erhalten. 

Wird aber berücksichtigt, dass a und a' die Centralprojek- 
tionen zweier Punkte auf einer Geraden mit dem Fluchtpunkt Vj 
seien, und dass a die Centralprojektion des ihre Strecke lialbie- 
rendeH Punktes ist, so folgt (nach § 160), dass a und a' durch 
a und Vs harmonisch getrennt sind. Auf diese Eigenschaft ge- 
stützt, lassen sieh ohne weiteres andere Konstruktionen des Punk- 
tes a' {etwa mittels eines vollständigen Viereckes) gründen. 

Auf gleiche Weise könnte man zu jedem beliebigen ander- 
weitigen Punkt b das Spiegelbild b' konstruieren. Ist al)er ein- 
mal ein derartiges Punktepaar, wie a und a' ermittelt, so kann 
mit Hilfe desselben die Konstruktion wesentlich vereinfacht werden. 

Um beispielsweise das Spiegelbild b' des auf dem Träger 
d"v" gegehenen Punlftes b zu finden, wird man so wie vorher 
den Strahl bVj ziehen und dessen Schnittpunkt ß mit der Spie- 
gelebene SvSi, durch Beuütüung der durch bVs und d"v" gelegten 
Hilfsebeuo h^, h^^ ermitteln. Der verlangte Punkt b' bildet mit b 
ein das Punktepaar ß[Vs harmonisch trennendes Punkte- 
paar, weshalb der Wurf (bb'ßVg) mit dem Wurfe (aa'aVs) per- 
spektivisch ist. Bringt man demnach die Strahlen ab und aß 
in a zum Schnitte, so bestimmt der Verbiudungsstrahl sa' auf 
bVg den gesuchten Punkt b' . 

Um das Spiegelbild einer beliebigen Geraden, beispiels- 
weise der Geraden 1^ zu bestimmen, genügt es offenbar, die Spie- 
gelbilder zweier ihrer Punkte zu ermitteln. 

Denken wir uns also zunächst das Spiegelbild a' eines belie- 
bigen Panktes a derselben konstruiert. Ermittelt mau weiter den 
Schnittpunkt i der Geradeu 1^ mit der Spiegelehene SvSd {etwa 
mit Hilfe der durch dv senkrecht zur Ebene S^Sh gelegten Hilfs- 
ebeue bvhb), so wird, wie bereits bekannt, durch diesen Punkt A das 
Spiegelbild l'^^d'v' der Geradeu 1^ gehen, und demnach als 
Verhinduugsgerade der Punkte a' und A erhalten. 

Nachdem ferner Original und Spiegelbild in einer und 
derselben zur Spiegelebene senkrechten Ebene — h,hb 
— liegen, so erhält man beziehuugs weise den Flucht- und Durch- 
stosspunkt von I' im Schnitte v' und d' mit den vorgenannten 
Tracen hy und hb- 
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Man bemerkt hierbei, dasa die beiden Floclitpuntte V und 
v' der Origiualgeraden I und ihres Spiegelbildes I' , ferner der 
Pluchtpuukt !p des Schnittes vou h,h|, und SySb, sowie endlich der 
Fluchtpunkt Va als die Projektionen der vier Punkte a, a' , et und 
Vs vom Punkte A ans betrachtet wei-den können, dass also die 
Graten vier Punkte V, v' , 9 und Vs harmonisch sein müssen, da 
es, wie bereits gezeigt wurde, die letzgenaunten vier Punkte sind; 
sonach besteht der Satz: 

„Der FluchtpunTd einer beliebigen Geraden und der Flucht- 
punkt ihres Spiegelbildes sind durch die Fluchttrace der Spiegel- 
ebene und durch den der letzteren Trace entsprechenden Normalen- 
fluchtpunht harmonisch getrennt." 

Um endlieh das Spiegelbild einer beliebigen Ebene 
(wir wählen, um vorhandene Konstruktionen henütaen zu können, 
die durch dv gehende Ebene Sb%) zn konstruieren, beachte man, 
daas sieh dasselbe als eine Ebene eLei darstellen werde, welche 
durch die Sehnittgerade <p' 5' der Ebenen euGv «nd SySb geht, 
und dass es mithin genügen wird, wenn man als weiteres Be- 
stimmungsstück von el,ei) das Spiegelbild eiuer beliebigeu 
Geraden der Ebene 8,61,, allenfalls das Spiegelbild 1^, von 1^, 
konstruiert. Die Traeen ej, und e[, ergeben sich sodann als die 
Verbindungsgeraden der Fluchtpunkte tp' und v' resp. der Durcb- 
stosspunkte S' und d'. 

Auch hier tritt die harmonische Beziehung zwischen den 
Pluchtelementen auf. Wir finden nämlieli sofoi-t, dass die drei 
Fluchttracen e,, Gv, S, und die Verbindungsgerade cp'Vg 
beziehungsweise durch die vier harmonischen Punkte v, v', cp' 
und Vs gehen, also vier harmonische Strahlen bilden. 

Fassen wir die Ergebnisse kurz zusammen, so resultiert fol- 
gender Satz: 

„Die Centralprojektion eines Punktes und die CentralprojekUon 
seines Spiegelbildes bezüglich irgend einer Spiegelebene sind durch 
den der Spiegelebene entsprechenden Normalenfluchtpunkt und durch 
die Projektion des der Spiegelebene angehörenden PunUes ihrer 
Verbindungsgeraden harmonisch getrennt." 

„Die Fluchtpunkte einer Geraden und ihres Spiegelbildes sind 
durch die Fluchttrace der Spiegelehene und den der letzteren ent- 
sprechenden Normalenfiuchtpunkt harmonisch getrenr^." 

„Die Fluchttracen einer Ebene und ihres Spiegelbildes sind 
durch die Fluchttrace der Spiegelebene und durch die Verbindungs- 
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gerade des ihnen gememschnftlic.hen Fluchtpunktes und des der 
Spiegelebene entsprechenden Normcilenfluchtpunktes harmonisch ge- 
trennt." 

§ 227. 

75. Aufgabe: Es ist das Spiegelbild eines elieneu Gebildes 

centralprojektiTisch darzustellen und «lie Bezieliung seines 

Bildes znm Bilde des Originals klar zu leg«n. 

Sei S,Sb [Fig. 178, Taf. X] die spiegelnde Ebene und abc 
die Centralprojektion des Origiualgebildes {diesfalls eines Dreieckes) 
in der Ebene E,Eb. 

Als zur Konstrnlttion unamgänglicli notwendig, ermitteln wir 
vor allem den der Spiegelebene SvSn entsprechenden Normalen- 
flnehtpunkt Vj. Das Spiegelbild des Dreieckes abc wird ein 
zweites Dreieck sein, dessen Ebene dnrch das Spiegelbild 
der Ebene EvEt repräsentiert erscheint. Die letztere schneidet 
die Spiegelebene SvSn in der Geraden dv. 

Konstruiert man jene Gerade El,, welche die beiden Geraden 
Sv und vvs mit E, harmonisch trennt (etwa mit Hilfe eines voll- 
ständigen Viereckes), so wird E'„ {Satz in § 226) die Huclittraee 
des Spiegelbildes El EL der Ebene EuEu vorstellen, während die 
Bildfläehtrace E|, in der dui-eh d zu Et Parallelen erhalten wird. 

Nach den hiermit getroffenen Vorbereitungen ist es nunmehr 
äusserst leicht, das Spiegeibiid des Dreieckes abc zu konstruieren. 
Der Fluchtpunkt Vj der Dreieckseite ab hat zu seinem Spiegel- 
bilde den Schnittpunkt v', von E'„ mit dem Strahle v^Vs. Das 
Spiegelbild der Dreieckseite ab selbst erhält raaii daher als die 
Verbindungsgerade des Punktes v, mit jenem Punkte A^, in wel- 
chem ab die Spiegelebene (oder im besonderen den Schnitt dv = A 
der Spiegelebene S,Si, mit der Ebene E,Ei,) trifft. Weiter erhält 
man auf v'jA^ die Spiegelbilder a' und b' von a und b mittels 
der Strahlen Vja und Vjb. 

Das Spiegelbild b' c' der zweiten Dreieckseite bc geht durch 
b' und durch den Schnittpunkt A^ von bc mit dv^A, ergibt 
sieh daher als die Verbindungsgerade A^b^ der beiden eben ge- 
nannten Punkte. Auf b' A^ bestimmt endlich der Strahl VjC das 
Spiegeibiid c' des dritten Dreieckpunktes. 

In gleicher Weise könnte man zu jedem anderen Punkte der 
Ebene EvEb das entsprechende Spiegelbild, und ebenso zu jeder 
Geraden von E,Ei) das zugehörige Spiegelbild konstruieren. 
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Da hierbei die Central pro jektiouen jedes Originalpuiiktes und 
seines Spiegelbildes immer auf einem und demselben durch den 
Normalenfluehtpuulrt v« der Spiegelebene S„Si, gehenden Strahle 
liegen, und weiter die Centralprojektionen einer Geraden und ihres 
Spiegelbildes sich stets in der Centralprojektion A = dv der Schuitt- 
geraden von S,Sb und E,Eb schneiden, so folgt (nach § 197), dass 
die Centralprojektionen eines beliebigen in der Ebene EyEb 
liegenden Gebildes und dessen Spiegelbildes kollineare Figu- 
ren sind. Es kann also der Satz aufgestellt werden: 

„Die Centralprojektion eines beliebigen ebenen Systems und die 
Centralprojektion irgend eines Spiegelbildes des letzteren sind stets 
konlokal kollinear; das KolUneationscentrum ist durch dm der 
spiegelnden Ebene entsprechenden Normalenftuchtpunkt , und die 
Koüineationsachse durch die Centralprojektion Jener Geraden, in 
welcher die Spiegelebene von der Ebene des -eorgenanntmi Systems 
geschnitten wird, repräsentiert." 

§ 228. 
76. Aufgabe: Es ist der Gianzpnnkt einer gegebenen Ebene 
für zwei gegebene Punkte zu bestimmen; oder: es sind 
zwei Punkte a und b im Räume und eine Ebene E gegeben, 
in der Ebene E ist ein Punkt G derart zn ermitteln, dass 
G mit a und b Torbunden ztvei Geraden bestimmt, welche 
gegen E gleich geneigt erscheinen nnd in einer zur Ebene E 
senkreeht«n Ebene liegen. 

Unter dem Glanzpunkte eiuer Ebene E [Fig. 179, Taf. X] 
für zwei Punkte a uud b versteht man jenen Punkt G dieser 
Ebene, in welchen ein in dem einen Punkte, etwa in b, befind- 
liches Auge das Spiegelbild a' des zweiten Punktos a verlegen 
kann, oder mit anderen Worten jenen Punkt G, in welchem ein 
von dem einen Punkte, beispielsweise von a, ausgehender Strahl 
die Ebene treffen muss, wenn er nach der Reflexion von dieser 
Ebene durch den zweiten Punkt b gehen soll. 

Dieser Definition gemäss ergeben sich folgende geometrische 
Eigenschaften. Die Fusspunkte a und ß der von den beiden 
Punkten a und b auf die Ebene E gefällten Perpendikel, der 
Schnittpunkt S der Yerbindnngsgeraden ab mit der Ebene E 
und der Glanzpunkt G liegen in einer und derselben Ge- 
raden, und zwar in der Schuittgeraden der Ebene E mit der 
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senkreclit zu ihr durch die Verbind im gsger ade ab der beiden ge- 
gebeaen Punkte gelegten Hilfsebene. Ferner ergibt sich aus den 
älmlichen Dreiecken aaS und bßs, dass 

aS: ßs — aa:bß, 
und aus der Äbnliehkeit der Dreiecke a' a 6 und bßG oder aaG 



und bßG: 

und mithin 



aG:ßG = aa 



aS:ßS = aG:ßG, 
woraus folgt, daas (§ 162) die Punkte a und ß durch die Punkte 
S und G harmonisch getrennt sind. 

Hierauf gründet sich eine sehr einfache Konstruktion resp. 
centralprojektivische Darstellung des Glanzpunktes 
einer gegebenen Ebene EvEb [Fig. 180, Taf. S] für zwei ge- 
gebene Punkte a und b (deren gemeinaehaftiicher Träger durch 
die Gerade 9& dargestellt werden möge). 

Man hat nämlich diesfalls mit Hilfe des der Ebene E„Ei, 
entsprechenden Normalenfluchtpunktes Vs durch cp8 die zur Spie- 
gelebene EvEb senkrechte Ebene h„hb zu legen, im Schnitte dv 
dieser beiden Ebenen die Fusspunkfce a und ß der von a und b 
auf EvEb gefällten Normalen avj und bVs, sowie den Schnitt- 
punkt S von E,Ei, und der Geraden &9 = ab zu bestimmen, und 
hierauf — etwa mit Hilfe des vollständigen Viereckes (a, b, a, ß) — ■ 
den Glanzpunkt G als denjenigen Punkt zu konstruieren, wel- 
cher mit S die Strecke aß harmonisch trennt. 

§ 229. 

77. Aufgabe: Es ist der CÜanzpnnkt einer Eltene füi- drei 
gegebene Pmilite zu konstruieren. 

In dem vorliegenden Falle kann der gesuchte Glanzpunkt 
offenbar nicht mehr dieselbe geometrische Bedeutung, wie im vor- 
hergehenden Probleme, haben, sondern man wird diesfalls mit der 
Benennung ,, Glanzpunkt" jenen Punkt der Ebene definieren, wel- 
cher mit den drei gegebenen Punkten verbunden, drei gegen 
die Ebene E gleichgeneigte Geraden liefert. 

Zum Zwecke der Bestimmung der Lage dieses Punktes in 
der Ebene E wollen wir einige Betmehtungen vorausschicken. 
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Wir werden nämlich zuvor den geometrischen Ort aller 
Punkte P einer Ebene E [Fig. 179, Taf. X],zu bestimmen trach- 
ten, welche mit zwei ausserhalb der Ebene E gegebenen 
festen Punkten a und b verbunden jedesmal zwei gegen E gleich 
geneigte Geraden ergeben. 

Bezeichnen wir die Fusspunkte der von a und b auf die 
Ebene E geßUten Perpendikel mit a resp. ß, und ist P [Fig. 179, 
Taf. X] ein der vorgenannten Uedingung entsprechender Punkt 
der Ebene E, sind also die Geraden aP und bP unter gleichem 
Wiukel (0 gegen E geneigt, so müssen dieselben auch mit ihren 
bezüglichen Orthogonalprojektionen aP und ßP die gleichen 
Winkel (u) ein sc bli essen. Mit Rücksicht hierauf folgt aus den 
beiden ähnlichen Dreiecken aaP und bßP die Beziehung, dass: 
aP:ßP = aa:bß. 

Dieses Verhältnis ist — wie die rechte Seite der Gleichung 
zeigt — von der Lage des Punktes P unabhängig, also für 
alle Punkte P konstant, daher wir den au früherer Stelle 
{§ 162) gepflogenen Erörterungen unmittelbar entnehmen können, 
dass der geometrische Ort des Punktes P jener Kreis in der 
Ebene E sei, der die Strecke Gs (gebildet von den die Strecke 

aß innerlich und äusserlich im Verhältnisse -r-w- teilenden Punk- 
ten s und G) zum Durchmesser hat. 

Die eben bewiesene Eigenschaft gestattet nachstehende Lösung 
der geatelHen Aufgabe. 

Sei E„Eb [Fig, 181, Taf. S] die Ebene, in welcher der Glanz- 
punkt p der drei gegebenen Punkte a, b und c konstruiert wer- 
den soll. Die Letzteren seien durch ihre Centralprojektionen und 
durch ihre Ebene e^tj, gegeben. 

So wie in der früheren Aufgabe (§ 228) legen wir auch hier 
durch die Gerade 89 = ab eine zur Ebene E,Eb senkreehte Ebene 
h,h|,, ermitteln den Schnitt v'd' derselben mit der Ebene EvEb, 
und in dieser Schnittgeraden v'd' die Punkte s^, a und ß. Durch 
die bekannte Viereckskonstruktiou kanu nun anstandslos zu den 
genannten drei Punkten der vierte harmonische Punkt Gj 
gefunden werden. 

Ferner bestimmen wir den Schnittpunkt Sj der Geraden ac 
mit der Ebene EuEj, (derselbe liegt im Schnitte vd der beiden 
Ebenen E,Eb und e,eb). Die Verbindungsgerade s^a repräsentiert 
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sodanE deu Schnitt der Ebene E,Ei) mit der durch ac senkrecht 
zu EvEb geführten Ebene. Besagte Verbindungslinie s^a wird von 
der zu EyEb senkrechten Geraden cVj in dem Punkte y getroffen. 
Eine zweite mit der vorhergegangenen übereinatimmende Vierecks- 
konstruktion liefert den Punkt. 6.;, welcher mit s^ das Paar «Y 
harmonisch trennt. 

Den früher angestellten Betrachtungen zufolge wird der über 
S,Gj als Durchmesser beschriebene Kreis Kj der geometrische 
Ort aller Punkte der Ebene EvEi, sein, welche mit a und b ver- 
bunden, stets zwei gegen EyEi, gleichgeneigte Geraden er- 
geben, während der über s^G^ als Durchmesser beschriebene 
Kreis Kg ein geometrischer Ort von gleichet 
die beiden Punkte a und c sein wird. 

Diese beiden Kreise K^ und K^ werden sich im allgi 
in zwei Punkten Pj und P^ schneiden, welche der gestellten 
Aufgabe genügen. 

Um die besagten Punkte bildlich darzustellen, legen wir auf 
bekannte Weise die obbezeichneten Geraden SjGi, s^Gg um Eb iu 
die Bildebene nach sJGJ und s°G° um, besehreiben über s°GJ und 
SjGj (als Durchmesssr) beziehungsweise die Kreise KJ und K", und 
führen die sich ergebenden Schnittpunkte PJ und P, der letzteren, 
falls sie sich reell ergeben, nach P^ resp, Pg zurück. 
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III. Abschnitt. 

Transformationen centralprojektivischer 
Bilder. 

VIII. Kapitel. 

§ 230. 

Es kommt nicht selten vor, dass das ceutralprojektivische 
Bild irgend eines Gebildes im Eaume nnbranclibar wird, sei es 
ans dem Grunde, dass es nicht den gewünschten sinnlichen Ein- 
druck hervorbringt, oder deshalb, weii die gegenseitige Lage sei- 
ner Bestandteile oder Elemente die an und mit ihnen vorzuneh- 
menden Konstruktionen sehr erschwert oder doch zu üngeuauig- 
keiten fuhrt. So wird es beispielsweise nur sehr schwer möglich 
sein, an dem Bilde eines Viereckes und dergl., welches in einer 
nahezu centralprojizierenden Ebene liegt, Konstruktionen mit Ge- 
nauigkeit zu vollziehen, da die Bilder der Viereckseiten beinahe 
zus am m euf allen. 

In solchen Fällen wird man auf ii^end eine zweckent- 
sprechende Weise ein zweites Bild des betreffenden Gebildes, wel- 
ches den Anforderungen besser entspricht, für die an und mit ihm 
vorzunehmende Konstruktionen also geeigneter er<!cheint, herzu- 
stellen haben. Geschieht dies in der Weise dass das zweite Bild 
durch gewi^e systematische Konstruktionen unmittelbar aus dem 
vorliegenden ersten Bilde abgeleitet wird, so bezeichnet man die ge- 
samte Operation als eine „Tramformahon des centi alprojektivischm 
Bildes". Das erste Bild pflegt man dann das „ursprüngliche" 
oder „Stammbild", das zweite hingegen da«? „abgeleitete" oder 
„transformierte Bild" zu nennen. 

Jede derartige Transformation muss notwendig der central- 
projektivische Ausdruck einer Lagenäiideruug entweder des 
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dargestellten Gebildes selbst, oder des Projektiouscen- 
trums oder der Bildebene, oder aber endlich zweier dieser 
Stucke zu gleiehei Zeit sein 

Im Inieieshe der Emtaebheit der Änsführung wird man je- 
docb von den letztgeuannten {doppelten oder hombiniert&n) Trans- 
foimatioßen sowohl, aK auch von den der Form nach willkürlichen 
Lagenandeiungen womöglich Umgang nehmen , demgemäsa als 
Lagenandeinngen nui die denkbar elementarsten, d. h. bloss jene 
wählen, welche Resultate emei geradlinigeu Verschiebung 
odei emei Diehnng i\m eine Achse sind. 

Da ferner an und für sich einleuchtend ist, dass die Bild- 
ebene als jene Ebene, in welcher alle graphischen Operationen 
vorgenommen werden, — mit Ansnahme der zwecklosen Verschie- 
bung in sich seibat — , unmöglich eine derartige Lagenveränderung 
erfahren kann, dass graphische Operationen in der neuen Lage 
mit solchen in der ursprünglichen Lage in einen zweckentspre- 
chenden graphischen Znsammenhang gebracht werden können, so 
wollen wir als Mittel zur Transformation bloss näher in Betracht 
ziehen: 

a) die geradlinige Verschiebung und die Acbsendre- 
hung des dargestellten Gebildes, und 

b) die geradlinige Verschiebung des Projektions- 
centrums. 

Die erste der beiden genannten Methoden, d. i. die Lagen- 
veränderung des Gebildes, können wir aber an dieser Steile 
ohne weiteres übergehen, da ihre centralproj'ektivische Dar- 
stellung nach den bereits bekannten prinzipiellen central projek- 
tivischen Konstruktionen (Führen von parallelen Geraden, Auftragen 
gegebener Strecken auf denselben, tJmlegung, u. s. w. n. s. w.) 
nun keinerlei Schwierigkeiten mehr bieten kann. Wir werden 
uns daher in folgendem bloss mit der Transformation durch 
Lagenändernng des Oentrums näher befassen. 

§ 231. 

Es stelle BE [Fig. !S2 und Fig. 183, Taf. X] die Bildebene, 
C das Projektionscentrnm und Ä den entsprechenden Hauptpunkt 
vor. Das Projektion sceutrum C denken wir uns derart verscho- 
ben, dass es in der neuen Lage durch die beiden Stöcke C 
und A' bestimmt erscheine. 
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Da die beiden Distanzen AC und A' C zur Bildebene senk- 
reclit stellen, so bestimmen sie eine zur Bildebene senkrechte 
Ebene, deren BildfläciitraGe AA' ist. In dieser letzteren muss so- 
dann selbstverständlich auch läer Schnittpunkt T jenes Strahles 
mit der Bildebene liegen, längs welchen die Verschiebung CC des 
Centrums stattgefunden bat. 

Nachdem ferner die Dreiecke TCA und TC'A' [Fig. 182, 
Taf. X] ähnlich sind, so verhält sich 

TA : TA' = CA: CA', 
woraus folgt, dass man bei konstruktiver (graphischer Darstellung) 
den Punkt T [Fig. 183, Taf. S] sofort erbalte, wenn die Distanz 
A' C parallel zu AC geführt, und AA' mit CC zum Schnitte ge- 
bracht wird. 

Untersuchen wir nun zunäckst, in welchem Zusammen- 
hange die Stammprojektion und die transformierte Pro- 
jektion einer beliebigen Geraden L im Räume zu einander stehen. 

Vor allem ist klar, dass der Durchstosspunkt d [Fig. 182 
und 183, Taf. X] dieser Geraden, als Punkt der Bildebene, durch 
die Lagenänderung des Centrums unbeeinflusst bleibt, also 
den Durchstosspunkt der Stammprojektion ( sowohl als 
auch jenen der transformierten Projektion I' der Geraden L 
repräsentiert. 

Die Fluchtpunkte v nnd v' der beiden Bilder sind die 
Schnittpunkte der Bildebene mit den durch die bezüglichen Ceutra 
C und C parallel zur Geraden L [Fig. 182, Taf. S] geführten 
Fluehtstrahlen Cv und C v' , Nachdem diese Fluchtstrahlen unter- 
einander parallel sind, so bestimmen sie eine Ebene, welche selbst- 
verständlich auch die Gerade CC enthält. In der Bildfläehtrace 
dieser Ebene müssen sodann notwendig die Schnittpunkte V, v' 
und I' der drei Geraden Cv, C v' und CC mit der Bildebene 
hegen, oder mit anderen Worten: der transformierte Flucht- 
punkt V' irgend einer Geraden [Fig. 182 und 183, Taf. X] 
liegt auf jenem Strahle, weicherden jeweiligen Stammflucht- 
punkt V mit dem festen Punkte T verbindet. 

Aus den ähnlichen Dreiecken rCv und TC'v' [Fig. 1 82, 
Taf. X] entnehmen wir, dass: 

rv:rv' = cr:C'i'. 

Nachdem aber auch: 

rA:rA' = cr:C' r, folgt 
rv:rv' = rA:rA' 
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d. h. die Geraden, welche den Stammfluehtpnnkt V [F^g. 182 
und 183, Taf. X] und den transformierten Fluchtpunkt v' 

einer beliebigen Geraden des Raumes mit dem ursprönglicben 
Hauptpunkte A resp. mit dem abgeleiteten Hauptpunkte A' 
verbinden, sind stets parallel; das Verhältnis der Abstände 
des Stammfluchtpunktes V und des transformierten Flucht- 
punktes v' einer Geraden vom Punkte T ist konstaut, und dem 
Verhältnisse der beiden Distanzen AC und A' C gleich. 

Nachdem dasselbe von jedem anderen Paare einander 
zugeordneter Fluchtpunkte V und v' gilt, so ist nach den 
Ausfuhrungen in § 199 einleuchtend, dass das System der 
Fluchtpunkte der transformierten Centralprojektion irgend 
eines Gebildes im Baume und das System der Fluchtpunkte 
der Stammprojektion dieses Gebildes stets ähnlich kollinear 
aufeinander bezogen sind, wobei der Punkt T das Ähnlich- 
keitseentrum, und das Verhältnis der Distanzen AC und 
A' C den Ähnlichkeitsmodul repräsentiert. 

Denken wir uns femer einen beliebigen Punkt P [Fig. 182, 
Taf. X] im Räume, dessen Träger allenfalls die Gerade L sein 
mag. Die beiden obgenannten Projektionen p und p' dieses Punk- 
tes müssen selbstverständlich in den bezüglichen Projektionen I 
nnd'r [Fig. 182 und 183, Taf. X] des Trägers L liegen. 

Beachtet man weiter, dass die beiden dem Punkte P [Fig. 182, 
Taf. S] entsprechenden Projektionsstrahlen CP nnd C P eine Ebene 
bestimmen, welche auch die Gerade CC enthält, so ist offenbar, 
dass die drei Punkte p, p' und T, in welchen die genannten 
drei Geraden CP, C P und CC die Bildebene schneiden, in einer 
und derselben Geraden, nämlich iu der Bildflä,chtrace der Ebene 
CC P, liegen müssen, oder mit anderen Worten, dass die trans- 
formierte Centralprojektion p' und die Staramprojektion 
p [Fig. 182 und 183, Taf. X] eines beliebigen Punktes im 
Räume stets auf einem und demselben durch den festen Punkt T, 
d, i. durch das Ähnlichkeitscentrutn, gehenden Strahle liegen. 

Wie nun auf Grund dieser Eigenschaften das transformierte 
Bild p' [Fig. 183, Taf. X] eines durch die auf einem Träger dv 
liegende Stamm pro jektion p gegebenen beliebigen Punktes P zu 
konstruieren sein wird, bedarf wohl keiner besonderen Erläu- 
terung. 

Denken wir uns endlich im Räume eine beliebige Ebene 
E gegeben, welche wir, um eine Wiederholung von bereits durch- 



y Google 



geführtea Konstruktionen zu ersparen, durch die Gerade L [B'ig. 182, 
Taf. X] gehend annehmen wollen. 

Die Bildfläehtrace Eb dieser Ebene E bleibt selbstTerständ- 
licb, als eine Gerade in der Bildebene, bei der Transformation 
ungeändert. Die Stammfluchttrace E„ und die abgeleitete 
Fluehttrace EI sind &h Schnitte der Bildebene mit den durch die Pro- 
jektionscentra C nnd C parallel zn E geführten Pluchtebenen, zur 
Bildfläehtrace Eb sowohl, ab auch untereinander parallel. 

Nachdem offenbar die Fluchtpunkte V and v' der Stammpro- 
jektion nnd der abgeleiteten Projektion einer beliebigen Geraden 
der Ebene E stets in den bezüglichen Pluchttraeen Ev und El 
[Fig, 182 und 183, Taf. X] liegen müssen, so wird auch umge- 
kehrt jeder durch den festen Punkt T gehende Strahl dio ge- 
nannten Pluchttraceu E„ nnd El in zwei Paukten v und v' schnei- 
den, welche jederzeit beziehungsweise den Stammfluebtpuukt und 
den transformierten Fluchtpunkt einer der Ebene E angehörenden 
Geraden vorstellen und als solche von T Entfernungen besitzen, 
deren Verhältnis gleich CA: CA' ist. 

Infolgedessen haben auch die beiden einander zugeordne- 
ten Fluchttracen E, und EJ, Entfernungen von F, deren Ver- 
hältnis dem konstanten Verhältnisse CA : CA' gleich ist. Hier- 
nachrepräsentieren E„ und Ei stets zwei einander entsprechende 
Geraden in den bereits an früherer Stelle als ähulich-kollinear 
bezeichneten Pluchtpunktsystemen der Stammprojektion und 
des abgeleiteten Bildes irgend eines räumlichen Objektes. Diese 
Ergebnisse zuaammengefasst erhalten wir den Satz: 

„Die durch eine beliebige geradlinige Verschiebung des Pro- 
jektionscerdrums _ bedingte transformierte CentralproJekUon irgend 
eines räumlichen Gebildes hat mit der Stammprojehtion des letzteren 
das Syst&m der Durchstosspunkte und der Büdßächtracen gemein, 
während die Fluchtsysteme der Stammprojektion und der transfor- 
mierten Projektion ahnUch-hoUinear sind. Hierbei stdlt der Bild- 
fiächdurchstosspunkt jener Geraden, längs welcher das Projektions- 
centrum verschoben wurde, das Ähnlichkeitscentrum vor, während 
das Verhältnis der den beiden Lagen des Projektionscentrums ent- 
sprechenden Distanzen den Ahnlichkeitsmodul repräsentiert. Der 
Strahl, welcher die Stammprojektion und die abgeleitete Projektion 
änes beliebigen Punktes im Baume verbindet, geht durch das vor- 
genannte Ähnliehk^tscentrum, ohne dass zwei solche Projektionen 
eines Punktes int allgemeinen einander ,ähnlich' entsprechen.'^ 
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§ 232. 

Wenn ein ebenes Gebilde centralprojektiviacli dargestellt 
und hierauf, infolge einer Verschiebung des Centrums, 
transformiert wird, so zeigt sich noch eine weitere höchst be- 
merkenswerte Eigenschaft. 

Da nämlich die Durchstosepunkte sämtlicher Geraden die- 
ses Gebildes in einer und derselben Geraden, d. i. in der Bild- 
flächtrace der Ebene dieses Gebildes liegen, und (nach dem 
vorstehenden Satze) sowohl den Stammprojektionen als auch den 
transformierten Projektionen aller Geraden des Systems angehören, 
nachdem ferner die Stammprojektion und die abgeleitete Projek- 
tion jedes Punktes des Gebildes auf einem und demselben durch 
den festen Puukt T gehenden Strahle liegen, so folgt (mit Rück- 
sicht auf § 197) ohne weiteres der Satz: 

„Die durch eine geradlinige Verschiebung des Projeldionscen- 
trutns hervorgerufene transformierte Projektion eines beliebigen ebenen 
Gebildes ist mit der Stammprojektion dieses Gebildes kolUmar. Die 
BildfiäcMrace des Gebildes repräsentiert die Kdlineationsachse und 
der Bildflächdurchstosspunkt jener Geraden, längs welcher die Ver- 
schiebung des Centrums erfolgte, das KolUneaUonscentrwm." 

Der Kürze halber wollen wir in der Folge den Punkt V, in 
welchem die Verschiebungsgerade des Projektionscentrums die Bild- 
ebene trifft, das „Transformationscentrum" nennen. 



§ 233. 

Unter den Transformationen dui-eh Verschiebung des Pro- 
jektionseentrums sind zwei Fälle hervorzuheben, welche bei 
besonderen Verschiebungen des Centrums auftreten, und 
zwar einerseits bei einer Translation des Projektionscen- 
trums auf dem Hauptstrahle, und anderseits bei einer zur 
Bildebene parallelen Verschiebung des Projektionscentnims. 

Im ersten Falle sind die dem ursprünglichen Centrum 
und dem abgeleiteten Centrum entsprechenden Haupt- 
punkte sowie auch das Transformationscentrum in einem 
und demselben Punkte vereinigt. Dementsprechend erleiden 
die vorher (in den §§ 231 und 232) aufgestellten Sätze diesbe- 
zügliche unwesentliche und bloss formelle Änderungen. 
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Im zweiten Falle dagegen, d. i. bei einer Verschiebung 
des Projektionscentrums in einer zur Bildebene paralle- 
len Geraden rückt der Schnittpunkt der letzteren mit der Bild- 
ebene {das Transformationscentrum) in unendliche leine Die 
Verbindungsgerade der Hauptpunkte des msprunglichen 
und abgeleiteten Projektionscentrums bn^tunmt dann sowohl die 
Richtung als auch die Grösse der Veischiebung 

Die Fluchtsjsteme beider Projektionen sind sodinn (Satz 
in § 231) für ein unendlich fernes Kollin eationscentrnm ähnlich- 
kollinear; dieselben sind also insbesondere kongruent. Das 
eine Fluchisystem geht daher aus dem anderen durch eine blosse 
Parallelversehiebung, welche mit jener des Projektionscen- 
trums in Richtung und Grösse übereinstimmt, hervor. Es be- 
steht demnach der Satz: 

„Die durch eine zur Bildebene par(ülele Verschiebung des 
Projektionscentrums hervorgerufene transformierte Centralprojektion 
irgend eines Gebildes im Baume hat mit der Stammprojektion dieses 
Gebildes die sämtlichen der Bildebene angehörenden Elemente ge- 
mein, während ihr Fluchtsystem mit jenem der Stammprojekiion 
"kongruent ist und eine Parallelverschiebimg des letzteren vorstellt, 
welche mit der Verschiebung des Centrums sowohl der Grösse als 
auch der Sichtung nach übereinstimmt." 

„Die Stammprojehtion und die abgeleitete Projektion eines be- 
liebigen Punktes liegen stets auf einem zur genannten Verschiebungs- 
richtung parallelen Strahle." 

Der in § 232 ausgesprochene Satz wird nun nachstehende be- 
sondere Form annehmen. 

„Die dwch eine zur Bildebene paralUle Verschiebung des Pro- 
jehtionscentmms bedingte transformierte Gentralprojektion irgend 
eines ebenen Gebildes ist mit der StammprojeMon des Gebildes affin 
verwandt." 

„Die Richtung der Affinitätstrahlen ist mit jener der Verschie- 
bung des Cenirums identisch, und die Afßnitätsachse ist durch die 
• Ebene des genannten Gebildes repräsentiert." 
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§ 234. 

78. Aufgabe: Ein In einer Elbene E„Eb [Fig. 184, Taf. XI] ge- 
gebenes Dreieck abc Ist durch Vcrsehieltung des Projek- 
tiotisecntnims so zu transformieren, dass seine verändert« 
Projektion mit einem In der Bildebene gegebenen Dreieck 
(a){b)(c) parallel (und ähnlieh) wird.. 

Die abgeleitete Centralprojektion des Dreieckes, die wir mit 
a'b'c' bezeichnen wollen, wird ausser den in der Aufgabe mit Rüek- 
aicht auf das Dreieck (a)(b)(c} geforderteu Eigenschaften (Satz in 
§ 232) auch die besitzen, dass sie mit der ursprünglichen Central- 
projektion abc, für Ei, als Kollineationsachse, kollinear ist. 

Wir erhalten demnach die abgeleitete Projektion a'b'c', indem 
wir durch die drei Punkte d, d, und d^, in welchen Eb beziehungs- 
weise von ac, ab und bc getroffen wird, die zu (a)(c), (a)(b) und 
(b)(c) Parallelen ziehen. Das von besagten drei Parallel geraden 
gebildete Dreieck a'b'c' ist in der That parallel (und mithin auch 
ähnheh) mit dem gegebenen Dreiecke (a)(b)(c), ausserdem aber 
auch kollinear mit dem Dreiecke abc in bezug auf die Bildfläeh- 
trace Eb als Kollineationsachse. 

Ferner schneiden sich die drei Yerbindungsstj-ableu aa', bb' 
und cc' (zweiter Fundamentalsatz, § 92) in einem und demselben 
Punkte C, welcher nichts anderes als das zugehörige Kollinea- 
tionscentrum und gleichzeitig (Bemerkung in § 232) das 
Transforraationscenfcrum repräseatiei^t. 

Der durch C nach dem Fluchtpunkte V von ab gezogene 
Strahl bestimmt auf a'b' den transformierten Fluchtpunkt v', 
durch welchen die transformierte Fluchttrace Et der Drei- 
ecksebene parallel zu Ej, zu führen ist. 

Bestimmt man weiter auf der Verbindungsgeraden AC von C 
mit dem ursprünglich gegebenen Hauptpunkte A durch Zuhilfe- 
nahme der beiden parallelen Hilfageraden Av und v'A' den Punkt 
A', so stellt dieser letztere (Satz in § 231) den abgeleiteten 
Hauptpunkt vor, imd wir ki5unen somit auch die abgeleitete 
Distanz A'C (wie in § 231 gezeigt wurde) dadurch erhalten, dass 
die diircb A' parallel zu AC gezogene Gerade A'C mit der Ge- 
raden C^C in C zam Schnitte gebracht wird. Hierbei ist gleich- 
zeitig zu ersehen, dass die beiden Projektionscentra C^ und C not- 
wendig auf verschiedenen Seiten der Bildebene liegen müssen. 
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§ 235. 

79. Aufgabe: Zwei sich schneideiitlc Geraden Ij' und gj' 
[Fig. 18Ö, Taf. XI] sind durch eine zur Uildehene normale 
Versehieliung des Centrums so zu transformieren, dass ihre 
a1l>geleitetcn Centrtilprojektionen einen gegehenen Winkel 9 
bilden; es ist die Grösse der erforderlichen Verscliiehung 
zu ermitteln. 

Da bei jeder Transformation diireh Lagenänderving des 
Projektionscenfcruma alle Durch stosspunkte und Bildflachtracen 
(Satz in § 231) viiige'andert bleiben, so werden aucli im vorlie- 
geziden Falle die noch nubekannteD abgeleiteten Centralprojek- 
tioaen 1' und g' der gegebenen Geraden 1^' nnd g^^ durch d; und 
dg gehen. Nachdem weiter I' und g' den gegebenen Winkel cp 
bilden sollen, so mnss der Schnittpunkt a' derselben auf jenem 
Kreise K^ liegen, der über der Sehne d^d^ den Peripherie- 
winkel cp fasst. 

Nachdem endlieh, da eine Normalverschiebung des Cen- 
trums gefordert wird, der Hauptpunkt A gleichzeitig auch das 
Trans form atiouseentrum F vorstellt, so wird der dem Schnifct- 
punlite a von ( und g entsprechende transformierte Punkt a' auf 
dem Strahle Aa liegen nnd sich daher im Schnitte des letzteren 
mit dem Kreise Kp ergeben. Hieraus ist gleichzeitig zu entneh- 
men, dass die gestellte Aufgabe zwei Lösungen gestattet. 

Die G-eraden a'd^^l' und a'd2 = g' sind nun die transfor- 
mierten Centralprojektionen von 1^' und g*^ deren Fluchtpunkte 
v', und v'^ man sofort mittels der Transformationsstrahlen Av^ 
und AVg erhält. Führt man schliesslich v',C' parallel zu v^C, so 
AC'-.AC = Av\:AVi. 

Es repräsentiert also AC die abgeleitete Distanz, und 
CC die der gestellten Aufgabe entsprechende Verschiebungs- 
grösse des Projektionscentrums. 
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§ 236. 
80. Aufgabe: In einer dureh ihre Traeen Ey und Eb [Fig. 186, 
Tsif. XI] gegebenen Ebene Hegt eine Gerade I*, deren Fluehir 
punltt V ausseriialb der Zcichnttitgslläche zu liegen kommt; 
auf dieser Geraden Ist von einem bestimmten Punltte a aus 
eine gegebene Länge X unter der Yoraussetzung aiifitutragen, 
dass aucli die Distanz zu gross ist, um dii'eltt benützt wer- 
den zu können. 

Dieses . Problem bietet -ein Beispiel, wie die Transfoniiatioii 
nicht nur zur Herstellung eines neuen Bildes dienen, sondern wie 
dieselbe ancb als Mittel verwendet werden kann, um bei gewissen 
Beschränkungen Konstruktionen zu ermöglichen, die mit den 
bereits bekannten im vollen Einklänge stehen. 

Im vorliegenden Falle, sowie in allen ähnlichen Fällen wird 
die Methode der Konstruktion darin bestehen, eine geeignete Ver- 
schiebung des Projektionscentrums und die damit ver- 
bundene Transformation vorzunehmen, hierauf die von der 
Aufgabe geforderten Operationen durchzuführen, und das so er- 
zielte Resultat in geeigneter Weise zurück zu transformieren. 

Was die passende Verschiebung des Projektionscen- 
trums betrifft, so wird man darunter eine solche zu verstehen 
haben, bei welcher möglichst viel von der ursprünglichen Projek- 
tion benutzbar bleibt, und überdies die durchznführenden Kon- 
struktionen in der grösstmögliehen Einfachheit sich gestalten. 

Zu diesem Zwecke empfiehlt sieh eine Verschiebung des 
Centrums in der Fluchtebene der gegebenen Ebene, da hierbei 
die Fluehttrace E, erhalten bleibt. Insbesondere dürfte es aber 
zweckmässig, erscheinen, die durch das Projektiouscentrum gehende 
Pallgerade der Fluchtebene als Veracliiebungsgerade anzunehmen. 
Hierdurch wird überdies erreicht, dass der Nebenhauptpunkt 
A, gleichzeitig das Transformationscentrum vertritt. 

In der Geraden AA^ wird man sodann den abgeleiteten 
Hauptpunkt A' so nahe an fi^ annehmen, dasä die al^eleitete 
Distanz A' C — , welche bekanntlich zur ursprünglichen Distanz 
AC in dem nämlichen Verhältnisse steht, wie die Strecke A'Äj 
zur Strecke AA^ — , zur weiteren Konstruktion mit Bequemlich- 
keit benutzbar- wird. Mit Zugrundelegung dieser vorbereitenden 
Betrachtung kann die Transformation folgend ermassen durchge- 
führt werden. 
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Durch den auf der Geraden I gegebenen Punkt a legt man 
eine zweite gleichfalls in der Ebene EvEb befindlicbe Gerade djVj, 
deren Fluchtpunkt V;^ innerhalb der Grenzen der zu Gebote stehen- 
den Zeichnungsfläche (jedoch nicht zu nahe an A^) liegt. Die 
zu der Verbind ungsgeraden Av^ durch A' parallel geführte Gerade 
bestimmt auf Ey (Satz in § 231) den transformierten Fbeht- 
punkt v\; die transformierte Hilfsgerade erhält man demnach 
(dem eben angeführten Satze entsprechend) in d^v',, und folglieh 
auf der letzteren, mittels des Strahles A^a, den transformierten 
Punkt a' . Hiermit ist auch die transformierte Projektion der 
ursprünglich gegebenen Geraden I als Verbindungsgerade der 
Punkte d und a' bestimmt. 

Nuu kann man entweder durch üralegung nach aDbo = X, 
oder auch mit Benützung des Teilpunktes T' von v' (Schnitt von 
da' mit Ev, d. i. dem Fluchtpunkte der transformierten Geraden I) 
und der Strecke aß=:X in der Bildflächtrace Es den transfor- 
mierten Punkt b' konstruieren, und sodann aus b' mittels des 
Transfovmationsstrahles A^b' die auf 1 zu bestimmende Ceu- 
tralprojektion b ableiten. 

Nebenbei sei an diebei Stelle noch einer eigenartigen Kon- 
struktion Erwähnung gethan, nach welcher sich der Punkt b auf 
I auch direkt mittels emei Art von Teilpunkt bestimmen lässt. 

Die in der Zeichnungsflache nicht vorhandenen Punkte v und 
T d. h. der Stammfluchtpunkt und der Stammteilpunkt 
der Geraden I, sind mit den transformierten Punkten v' und 
T' durch die Beziehungen 

v' Aj : V A^=^ A' Aji AAj und 
T'A,:TAj = A'A,:AAi 
verbunden, oder mit anderen Worten: die Dreiecke A' T' v' und 
ATv haben parallele Seiten. 

Ist demnach U' ein Punkt, welcher die Sti^ecke T' v' in irgend 
einem beliebigen Verhältnis 

Vji' _ m 

v'U' ~ n 

teilt, so wird, wenn man AU parallel zu A' U' zieht, notwendig 

auch U die Strecke Tv in dem nämlichen Verhältnisse — n- = — 

vU n 
teilen. 
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Soiiai.h i?t em Mittel getuniien, die Strecke Tv, trotzdem 
ihie Endpunkte T und V ausberhalb der bescbränkten Zeichuungs- 

fliLlie hegen, in einem belieLigen Yeihältnisse — =^ — tt zu teilen. 

Denkt man sich nun Ann Punkt a sowohl von dem unau-. 
gänglichen Punkte T, ala auch von U aus auf Eb beziehungsweise 
nach «1 und a'^, und in gleicher Weise b von T und U aus nach 
ßi resp, ßi projiziert, so ergeben sich mit Leichtigkeit die Be- 
ziehungen : 

da', : a^a', =vU:ÜT = m :n 
oder 

dcc'^ : da^ = vU : vT==m :m + n 
und ebenso 

dß', :(lß^ = vU : vT ^ m :m + n. 
Hieraus folgt weiter, dass 

da' =- — i--'-da, und 
' m -|-n ' 

' ' m + n '■ 
ferner aber, da dcci — dß, =:: a^^^ und da', — dß', =a',ß', ist, 



Nachdem weiter aß, als die vom Teilpunkte T aus bewerk- 
stelligte Projektion von ab auf Eu, gleich der wahren Grösse 
>, der Strecke ab ist, wird der Punkt U, sobald 

Uv : UT = m ; m -j- n 
die Punkte a und b so auf E\, nach aj und ß'^ projizieren, dass 
auch 

a', b', : X = m : m + n 
wird. 

Bestimmt man hiernach beispielsweise U' als den Halbierunga- 
punkt der Strecke v'T', und führt man ÄU parallel zu A' U' , so 
kann der Punkt b auf I sofort erhalten werden, wenn man be- 
rücksichtigt, dass 

jrr _ UT _ 1 

v'T''^ vT " 2 
ist, daas also auch die Projektion a',ß', der Strecke ab von U aus 
auf die Bildflächtrace Ej, übertragen, gleich -~ ), sein muss. 
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81. Aufgabe: In einer ET)ene, welche durch ihre Bildfläch- 
trace Eb [Fig. 187, Taf. XIJ gegehon Ist und tou (leren Flucht- 
traee Ey nur ein kleines Stück, (oder nur ein Punkt 9) 
innerhall) der Zcichnungsflächc liegt, sind zwei sich schnei- 
dende Geraden l^"" und g^"* gcgehen; es Ist die wahre Grosse 
ihres Neigungswinkels n zu hcstimmen. 



Den gemachten Voran ssetzungen gemäBs fallen die Fluclit- 
puukte v^ und Vg 5er beiden Geraden I und g ausserhalb der 
Grenzen der Zeich nungsfläclie ; die Bestimmung des Neigungswin- 
kels dieser Geraden gegeneinander ist daher nur mit Hilfe einer 
Transformation möglich. 

Im vorliegenden Falle dürfte es am zweckroässigsteii sein, 
die Yersehiebnng des Frojektionscenti-uma ao zu bewerkstelligen, 
dass das Trans formationseentr um T mit dem Bilde p des den bei- 
den gegebenen Geraden gemeinschaftlichen Punktes zusammenfällt. 

Weiter wollen wir als transformierte Flnchttrace El eine, 
selbstverständlich an Ed parallele Gerade so wählen, dass sie die 
beiden Geraden I und g in zwei innerhalb der Grenzen der zu 
Gebote stehenden Zeichnnngsfläche liegenden Punkten v'^ und v\ 
schneidet. 

Znfolge der getroffenen Annahmen sind hieraus zunächst die 
Bestimmungsstücke der Transformation, d. i. das abgeleitete 
Projektionscentrnm (A', C) zu ermitteln. 

Zieht man demnach den Strahl tpp, so trifft derselbe die 
Pluchttraee El in jenem Punkte 9', welcher dem Fluchtpunkte 9 
transformiert entspricht. Der abgeleitete Hauptpunkt A' ergibt 
sich (Satz in § 231) auf pA mittels der zu 9A parallelen Geraden 
9'A'; ebenso findet man die abgeleitete Distanz A'C im Schnitte 
von pC mit der durch A' zu AC geführten Geraden A'C, 

Da nun für das Centrnm (A', C) die Projektionen der ge- 
gebenen Geraden durch diV', nnd dgV'^ dargestellt sind, so lässt 
sich leicht der verlangte Neigungswinke! durch Umlegung um 
Eb in v' CgV' = n ermitteln. 
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IV. Absclimtt. 
Aus Ebenen zusammengesetzte Grebilde. 

IS. Kapitel. 

Bas Dreikant oder die dreiseitige körperliche Ecke. 

§ 238. 
Allgemeine Bemerkungen. 

Drei <lureli einen und denselben Punkt geliende und nicht 
derselben Ebene angehörende Geraden bildea im Vereine mit den 
drei dnrcli sie paarweise bestimmten ebenen Fläch enstreifen eine 
Figur, welche ein „Dreikant", eine „Icörperliche Ecke" oder ein 
„körperliches Breiech" heisst. 

Die drei genannten Geraden pflegt man die „Kanten" und 
die darch sie paarweise bestimmten Ebenen, beziehungsweise deren 
begrenzte Winkelräume, die „Seitenftächen" oder kurz die „Seiten" 
des Dreikants zu nennen. 

Die drei Winkel, welche die Kanten des Dreikantes paar- 
weise einscbliessen, nennt man die „Eantenmnkel" und jene drei 
Winkel, welche von den Seitenflächen paarweise eingesclilossen 
werden, die „Seitenmnkel" oder „Fläckmwinkel" des Dreikan- 
tes. Das letztere ist durch irgend drei dieser sechs Winkel 
stets vollkommen bestimmt. 

Fällt man von irgend einem Ptmkte senkrechte Geraden auf 
die Seitenflächen eines Dreikantes, so bilden diese Nonnalen ein 
zweites Dreikant, welches der besonderen Eigenschaft wegen, 
dass die jeweiligen Kantenwinkel desselben die entsprechenden 
Seitenwinkel des gegebenen Dreikants, und umgekehrt die Kanten- 
winkel des ersteren die entsprechenden Seitenwinkel des anderen 
zu zwei Rechten ergänzen, als ei: 
ersteren bezeichnet wird. 
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Nachdem unter den . vorausgeschickten fundamentalen Auf- 
gaben der ersten drei Kapitel die Methoden für die Beatimmung der 
beziehungsweise von Geraden imd Ebenen gebildeten Winkel, sowie 
jene für die Bestimmung von Geraden und Ebenen unter gegebe- 
nen Winkeln gegen andere Geraden und Ebenen bereits hinläng- 
lich erörtert worden, wird die centralprojektivische Dar- 
stellung eines Dreikautes ans irgend drei seiner Be- 
stimmungsstücke, sowie aneh die Ermittelung der wahren 
Grösse der Winkel eines Dreikantes, welches perspektivisch 
dargestellt vorliegt, keinerlei Schwierigkeiten bieten, 

§ 239. 

82. Aufgabe: Ein diircli drei Kantenwiiikel gegelbenes Drei- 

hant ist centralprojcktlviseh darzustellen, und sind seine 

Fläehenwinltel der wahren Gi'össe nach zu ei-mitteln. 

Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, dass das Dreikant 
mit einer Seitenfläche, beispielsweise mit jener SOP [Fig. 188, 
Taf. XI] , deren Kanten den gegebenen Kantenwinkel ß ein- 
schhesseu, in der zur Bildebene senkrechten Ebene El'Ef,' liege, 
und dasa die eine Kaute SO senkrecht zur Bildebene stehe. 

Die noch übrigen zwei Seitenflächen denkt man sich an die 
Seitenfläche SOP in der Ebene E"E£ unmittelbar angereiht, was 
allenfalls in der Weise geschehen kann, dass man die Fluchtstrah- 
len voQ SO und PO in die Bildebene nach AC,, und VjC^ umlegt, 
an dieselben die beiden Kanten winkel a =^ ACuVg und Y = v^CoV3 
anschliesst, and hieraus die Centralprojektionen Ov^ und Ov^ 
ableitet. 

Femer möge auf der Geraden OVj, etwa mit Hilfe des der- 
selben entsprechenden Teilpunktes T^ {diesfalls kann bekanntlieh 
infolge des Umstandes, dass Ov^ au Et, parallel ist, T^ beliebig in 
der Fluchttrace E, angenommen werden, beispielsweise also auch 
mit Vg zusammenfallen) jener Punkt n bestimmt werden, welcher 
von den nämlichen Abstand wie der Durchstosspunkt dg der 
Geraden Ov^ hat (die wahre Grösse von Od^ wurde mit Hilfe des 
Teilpunktes Tg von OVg bestimmt). 

Werden nun die beiden Seitenflächen SOd^ und POn bezie- 
hungsweise um die Kanten OS und OP so lange gedreht, bis die 
beiden Kanten Od^ und On im Baume zusammentreffen, so werden 
offenbar zu gleicher Zeit auch die beiden Punkte dj und n, als 
von gleichweit abstehend, zur Vereinigung gelangen. 
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Hierbei beschreibt der in der Bildebene liegende Punkt d^, 
da seine üi-ehungsachse OS^=Ad zur Bildebene senkrecht steht, 
in der Bildebene einen Kreis K, dessen Mittelpunkt d ist, während 
der Punkt n einen Kreis in der durch ihn senkrecht zur Kante 
OP^djVj (als Drehachse) gelegten Drehnngsebene SySj, durchläuft. 
Jeder der beiden Punkte, in welchen der Kreis K von der Trace 
Sb getroffen wird, kann somit als die Vereinigung der Punkte d^ 
und n nach vollendeter Drehung der vorgenannten Seitenebenen 
betrachtet werden. Wählen wir diesfalls den Punkt D, so wird 
derselbe bereits den Bildflächdurchetosspunkt der dritten 
Kante OR repräsentieren. 

Die durch OR und OS, resp. durch OR und OP gelegten 
Seitenebenen E,Eb und ElEb bestimmen im Schnitte V ihrer 
Flnehttracen Ev und E^ den Fluchtpunkt V der Kante OR. 

Was endlich die Grösse der drei zn bestimmenden Flächon- 
winkel a, b und C betrifft, so kann der Winkel b, als Neigungs- 
winkel der beiden Ebenen ElEI, nnd EvEb, in der Weise ermittelt 
werden, wie in Aufgabe 39 resp. 40 gezeigt wurde. 

Der Seitenwinkel C, welcher ron den beiden Seitenebenen 
EjEb nnd EJ'Ei' gebildet wird, erseheint, da beide Ebenen senk- 
recht zur Bildebene stehen, unmittelbar in seiner wahren Grösse 
als derjenige Winkel, den die Bildfläehtracen Ei, und Eb ein- 
schliessen. Ebenso einfach findet man den von den Seitenebenen POS 
und POR gebildeten Neigungswinkel a. Die bereits vorher benütate, 
zur Xante OP senkrechte Drehungsebene SuSi, schneidet die besagte 
Kante im Punkte Z und mithin die Seitenebeuen E1'E|,'=P0S 
und EbEl^POR in den Geraden Zh und zD. Der von diesen 
Geraden gebildete Winkel a wird sich demnach in seiner wahren 
Grösse durch Ümlegung um Sb, unter Benützung des am S, 
nach C'„ umgelegten Projektionsceutrums Cq, sofort in OZo8 = a 
ergeben. Hiermit erscheint die körperliche Ecke nicht nur 
dargestellt, sondern auch aufgelöst. 

§240. 
83. Aufgabe: EIu durch zwei Kantenwinkcl a. und ß, und 
den TOn iliaen eiiigescMossenen Seitenwinfcel c gegelienes 
Di'eikjint ist ccntralprojektiTiscli darzustellen, und sind die 

wahren <5rössen der ührigen Winkel zu ermitteln. 

In Nachstehendem wollen wir für die Darstellung irgend 
eines Dreikants eine Methode entwickeln, welche von gewissen 
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speziellen Lagen der Kanten und Seiteuebenen des gegebenen 
körperlichen Dreiecks gänzlich absieht, trotzdem aber eine höchst 
einfache Konstruktion desselben gestattet. Besagte Methode be- 
ruht auf der Eigentümlichkeit, dass die Fluchtstrahlen der 
Kanten irgend eines Dreikantes wieder ein Dreikant bilden, 
dessen Winkel genau dieselben sind wie jene des gegebenen 
körperlichen Eckes. 



.e Trace irgend einer 
betreffende Selten- 
es er besonderen Lage 



Wird dieses „Flnchtdreikant" um die 
seiner drei Seitenebenen so gedreht, dass die 
fläche in die Bildebene gelangt, so sind in die 
alle Konstruktionen sehr einfach und leicht durch zu fahren. 

Setzen wir demgemäss voraus, es sei E,Eh [Fig- 189, Taf. XI] 
die Seitenfläche, welche den Kantenwinkel a enthält; OP = dv 
sei die eine in dieser Seitenfläche liegende Kante und stelle die 
Centralprojektion des in der genannten Kante liegenden Scheitels 
des darzustellenden Dreikantes vor. Legen wir das Projektions- 
eentrum C um Eu in die Bildebene nach C^ um, so erhalten wir 
den umgelegten Tlnchtstrahl der Kante OP in C^v; konstruieren 
wir weiter den Fluehtstrahl C|,v^ der zweiten Kante OR gegen 
CoV unter dem gegebenen Ksntenwinkel a, so wird die Central- 
projektion OR der zweiten Kante durch die Verbindungsge- 
rade der beiden Punkte und V^ dargestellt. 

Der angedeuteten Methode entsprechend, wird es nun keinem 
Anstände unterliegen auch die dritte Kante des gedrehten Fluclit- 
dreikantes Co{v, v^,.) zu bestimmen. 2u diesem Zwecke reihen 
wir den Kauteuwinkel ß = ^(7t)CnV an C(|V an und drehen ihn 
so lange um CuV, bis seine Ebene mit der Bildebene den gegebenen 
Flächenwinkel C einschliesst. Hierhei beschreibt der Punkt (ic) 
von CQ(7r) einen Kreisbogen, welcher in der durch (7t) senkrecht 
zu CflV geführten Ebene lii,h„ liegt. Indem wir diese Ebene um 
ihre Trace hj, in die Bildebene umgelegt denken, ergibt sich nach 
vollbrachter Drehung der obbezeichnete Punkt der dritten Kante 
auf bekannte Weise durch seine orthogonale Bildflächpro- 
jektion X und durch seineu Abstand juit:' von der Bildebene. 

Dieses so erhaltene Flucbtdr ei kaut C^,(v, Vi,x) ist nun in die 
richtige Lage zu bringen, d. b. um Ey so lauge zu drehen, bis 
Co mit dem Projektiouscentrum C im Räume zusammenfällt. Hier- 
bei ist der Drehungswinkel offenbar der Bildflächuei- 
gung rie der Ebene E„Eb gleich. 

Wird demnach die Drehung des Dreikantes nm Ej um den 
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Winkel He Yollzogeu, so gelangt der Punkt (n:, tc'} — in der zu E, 
senkrechten Dreliungsebene H„Hb — nach 5, pj, wobei wieder & 
seine orthogonale Bildfläcliprojektion , und SpJ; dessen Abstand 
von der Bildebene repräsentiert. Mittels des der Ebene HvHb 
entsprechenden umgelegten Centmnis C ist sodann seine Central- 
projektion p leicht zn bestimmen. Dnreh p geht nun selbstver- 
ständlich der Pluchtstrahl der dritten Kante des zu kon- 
struierenden Dreikants; es stellt mithin p gleichzeitig den Flucht- 
punkt Vg der besagten Kante und Ov^^^iOS deren Gentralpro- 
jektion dar. 

Die bisher noch unbekannten Winkel des Dreikantes können 
ohne jedwede Schwierigkeit sofort an dem gedrehten Flueht- 
dreikant Cp(v, v^,ti:) ermittelt werden. 

So erhält man beispielsweise dnrch ümlegang des Punktes 
(tc, tc') um die Kante C^Vj nach (tc^) unmittelbar den dritten 
Kantenwinkel 7 = i:$(T^i) CyV^ und gleichzeitig auch den Flä- 
chenwinkel b=:^TCw^7c', , dessen Scheitel b)^ in der Kante 
Co Vi Hegt. 

Schneidet man ferner das Fluchtdreikant mit einer durch 
den Punkt (tc, tu') gehenden, zur Kante C^tz senkrechten Ebene, 
so sind die Schnittgeraden derselben mit den Seitenflächen vC(,{7u) 
und VjC(p(7Ui) die dnrch (x) resp. (tui) beziehungsweise senkrecht 
zu C(|{7t;) und C(,{n;j) geführten Geraden (tc);«, und (t^i)''- Die 
geradlinige Verbindung der beiden Punkte [i, und v in C^V resp. 
CqV^ bestimmt die Bildflächtraee der obbezeichneten Hilfsebene, 
während der um [tv umgelegte Scheitel ic^ des Flächen winkeis a 
erhalten wird, indem man einfach das Dreieck ff-VTCo mit den 
Seiten |j.iCo=: [(.(u) und vTC|,= v(7ti) über [nv verzeichnet. Hier- 
bei repräsentiert, wie leicht einzusehen, der Winkel ^tz^v den ge- 
suchten dritten Fläehenwinkel a, 

§241. 
84. Aufgabe: Eia Dreikaiit ist centi'alprojektiviseh darzu- 
stellen, wenn die Centralprojektioii POR eines seiner Kau- 
tenwinkel in der Ebene EvEb [Fig. 190, Taf. XI], ein zweiter 
Kantenwinkel y, und der ilim gegenüber liegende Fläehen- 
winkel c in wahrer (irösse gegeben sind. 
So wie im Yorhergehenden Falle werden wir auch hier die 
Pluehtstrahlen des gegebenen Kantenwiukels POR um die Fluch t- 
trace Ev seiner Ebene in die Bildebene nach CqV und C^Vj um- 

30* 
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legen untt in dieser Lage die dritte Kante des Fluchtdrei- 
kantes, d. i. jene Gerade ermitteln, welche mit C^V^ den Winkel 
Y bildet, nnd mit C|,v eine gegen die Bildebene unter dem Win- 
kel C geneigte Seitenebene bestimmt. 

Zu diesem Zwecke legen wir den Kantenwinkel -i- = mCoVi 
an die Kante CoVi an, und fiibren durch den beliebig gewählten 
Punkt m seines Schenkels Coiti die Hilfsebene hi, senkrecht zu 
C(|V,. Wird der Punkt m in dieser Ebene gedreht, so beschreibt 
er den (um hb umgelegt gedachten) Kreis K,,. Ferner suchen wir 
den Schnitt s dieser Hilfsebene hb mit der vorgenannten, durch 
C(|V gehenden, gegen die Bildebene nnter dem Winkel C geneigten 
Seitenebene. Da in diesem Falle der Schnittpunkt 8 der Traeen 
hb und CqV bereits ein Punkt der Schnittgeraden s ist, so hat 
man bloss noch einen zweiten Punkt von S zu bestimmen. 

Zu diesem Behufe wählt man an behebiger Stelle eine zu 
CqV senkrechte Hilfsebene h!,; dieselbe schneidet die genannte 
Seitenebene in einer gegen die Bildflächtrace hj, unter dem ge- 
gebenen Seitenwinkel c geneigten Geraden nr'„, und die El>ene 
hb in der durch den Tracenschnittpuukt p (von hb und hb) gehen- 
den ?,ur Bildebene senkrechten Ce aden welche m hb n gelegt 
in pp'j, dargestellt erseheint. Der fecl n ttp n! t r 1 e er 1 e ^e 
Hilfsgeraden repräsentiert som t e ne m hb umgelegten P nkt 
der zu konstruierenden Schnittge len f 

Wird der besagte Sehn ttj nkt nun ■mch m hb nach r 
(r^p = p'^p) umgelegt, so stellt sicl 1 e un hb u gelep,te Sehn tt 
gerade s in So = &Po dar; der lern f le ge? el neteii Kre e K 
und der Schnittgeraden Sq geraein cl aftl 1 e P nH t 1 ere ts 

der verlangte Punkt der zu suchenden dritten Kante des Flucht- 
dreikantes. , Aus % ist durch Drehung um E„ sowie im vorher 
besprochenen Falle der Fluchtpunkt v^ und die Centralprojektion 
OS ^= OVa der dritten Kante des zu ](onstrui er enden Dreikantes 
abzuleiten. 

§ 242. 
85. Aufgabe: Ein Oreikaiit, von wekhem ein Kaiitemvinkcl 
durch seine Centralprojektion POR in der Ebene EvEi, [Fig. 191, 
Taf. XI] nnd die wahrtn Grössen c und h der beiden anlie- 
genden Seitenwinkel gegeben sind, ist darzustellen. 
Es seien wieder C^V und C^Vj die um E, umgelegten Flucht- 
strahlen der Kanten OP und OR. 
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In' dieser Lage wird die dritte Kante des Fluchtdreikantes 
als Schnitt zweier Ebenen erhalten, von welchen die eine durch 
CflV unter dem Winkel C, die andere dagegen durch C(,v, unter 
dem Winkel b gegen die Bildebene zu legen ist. Die Neigungs- 
winkel der besagten zwei Ebenen erhält man in den beiden be- 
ziehungsweise zu CflV und zu C(,Vi senkrechten Hilfsebenen hj, resp. 
hb, dieselben erscheinen somit durch 

^C = ^(hi), OTCfl) und ^ b — ^ (hb , o' p'„) 



Der Schnitt der diirch C^Vj gehenden Seitenebene mit der 
I ist eine Gerade c, welche einerseits durch den Punkt 
p und anderseits durch den Tracen Schnittpunkt h geht, sich also 
nach Umlegung um hb in a^^h^^ ergibt. Der den Geraden 
8pfl = !iß und OTCo=^S|) gemeinschaftliche Punkt 7:^, dessen ortho- 
gonale Bildfläehprojektion tu in hb zu suchen ist, liefert bereits 
einen Punkt der dritten Kante des Fluchtdreikantes, welcher dem- 
nach ebenso, wie in;'den vorhergegangenen gleichartigen Aufgaben, 
wieder zur Ermitfcelaug des Fluchtpunktes Vg und der Central- 
projelstion OS^Ov^ der dritten Kante des zu konstruierenden 
Dreikautes verwendet werden kann. 

§ 243. 

86. Aufgabe: Ein Dreikant Ist centralprojektlvlsch darzu- 
stellen, wenn dei* eine riäehcmt'inltel a durch die Tracen 
e„eb imtl elel, [Fig. 192, Taf. XU] der ihn einsehliessenden 
Seitenflächen, und die beiden anderen Seltenwinkel In 
wahrer Grosse (b und c) gegehcn sind. 



g Lösung der vorliegenden Aufgabe kann man entweder 
direkt eine Ebene suchen, welche mit den gegebeneu Ebenen eyfib 
und ele{, die bezüglichen Winkel b und c einsehliesst, oder man 
wird von einem Supplementardreikaut in folgender Weise 
Gebrauch machen. 

Man bestimmt die Noi^nalenfluchtpunkte v und Vj der Ebenen 
ßiGb und elel), legt die durch diese Punkte gehenden Flucht- 
strahlen um Ev = VVi in die Bildebene nach C^v und CoV^ um, so 
werden dieselben den Winkel (180° — a) bilden. 

Betrachtet man C^v und C(,Vj als zwei Kauten eines Drei- 
kantes, und konstruiert unter der Voraussetzung, dass die beiden 
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anderen Kantenwinliel desselben beziehungsweise (180° — b) und 
(180° — c) seien, die dritte Kante; dreht man ferner das so er- 
haltene Dreikant (in ähnlicher Weise wie es iu den vorausge- 
schickten gleichartigen Fällen durchgeführt wurde) um Ey in den 
Raum zurück, so erhält man daselbst das dem zu bestimmenden 
Dreikante entsprechende Supplemeutarfluchtdreikant. 

Es wird diesfalls genügen, die dem Fluchtpunkte der dritten 
(gefundenen) Kaute entsprechende Normalenfluchttrace zu kon- 
struieren, um in derselben gleichzeitig die Fluchttrace der noch 
fehlenden dritten Seitenebene dargestellt zu erhalten. 

§244. 
87. Aufgabe; Es sind die Centralprojektionen dv, d^Vi iind 
djVg [Fig. 193, Taf. XII] dreier sich in einem Punlitc schnei- 
denden Geraden gegeT)en; das Projektionscentmm ist unter 
der Toranssetznng zu bestimmen, dass diese drei Geraden 
die Centralprojeittionen der Kanten eines rechtwinkligen 
Di-eikantes repräsentieren. 

Da man unter einem reehtwinkligeu Dreikant ein sol- 
ches versteht, welches von drei gegenseitig oder paarweise auf- 
einander senki'echt stehenden Geraden gebildet wird, oder mit an- 
deren Worten, dessen Kantenwinkel und Flächenwinkel je 
90° betragen, so muss im vorliegenden Falle die Gerade v^v^ die 
dem Fluchtpunkte V entsprechende Normalenfluehttrace re- 
präsentieren, da sie die Fluchttrace der der Kante dv gegenüber- 
liegenden und auf ihr senkrecht stehendeu Seitenfläche ist. Der 
Hauptpunkt A muss demnach in der durch v senkrecht zu v^Vg 
geführten Geraden vA^ liegen. 

Die gleichen Betrachtungen bezüglich der beiden anderen 
Kanten angestellt, zeigen, dass der Hauptpunkt A auch iu den 
durch V^ resp. Vg beziehungsweise senkrecht zu vv^ und vVj ge- 
führten Geraden VjAg und v^A^ liegen muss, also der Höhen- 
schnitt des Dreieckes WjVg ist. 

Beschreibt man schliesslich über vAj einen Halbkreis 7, so 
trifft derselbe offenbar die durch A senkrecht zu vAj geführte Ge- 
rade in C so, dass AC die gesuchte Distanz vorstellt. 
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X. Kapitel. 

Oentralprojektivisclie Darstellung der dureli 
ebene Flächenstücke (I'olygone) begrenzten 
Gebilde (Polyeder), ihrer ebenen und gegen- 
seitigen Schnitte. 

§ 245. 
Allgemeine Bemerkungen. 

Jeder endliche Raum, welcle n e ne enlliclieii Anzahl 
ebener Plächenstücke (Polygone) heg enzt t hei st ein Polyeder. 

Gewisse Paare der das Polyelei le^ e zend n Polygone, die 
man „aufeinander folgende oler benat-hbarte Seiten" 
des Polyeders nennt, haben Kanten gen e n welele auch als die 
„Kanten" des Polyeders bezeichnet e len De Lcken der be- 
grenzenden Polygone sind durchwegs auch Eci.e i des Polyeders. 

Im allgemeineu gehen durch jede Kante des Polyeders nur 
zwei „Seitenebmen" oder begrenzende Polygone; jeder Kante des 
Polyeders entsprechen bloss zwei Eckpunkte desselben, während 
durch jeden Eckpunkt eines Polyeders zum mindesten drei Sei- 
tenebenen und drei Kanten gehen. 

Ein Polyeder ist durch die Lage seiner sämtlichen Eckpunkte 
erst dann gegeben wmn gleichzeitig auch die Art und Weise, 
wie diese Eckpunkt«- duieh Kanten verbunden werden sollen, fest- 
j ist 

Die in dei Anwendung am häufigsten zur Darstellnng und 
Konstruktion gelangenlen Polyeder sind die „Pyramiden" und 
„Prismen und nxchst diesen die „regelmässigen Polyeder". 

Da die Entstehung und die wichtigsten Eigenschaften dieser 
Körper aus der elementaren Geometrie hinreichend bekannt sind, 
so können wii uns hiei luf die Methoden ihrer centralprojek- 
tivischen Diistellung und der Bestimmung ihrer Schnitte be- 
schränken Dieiicm Zwecke mögen die nachfolgenden Beispiele 
dienen. 
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§246. 

88, Aufgabe: Es Ist das Bild einer fünfselttgen Pyramide, 
deren Easis iu einer durcli die Traceü Lv,Li, [Fig.194, Taf.XII] 
gegebenen E&ene L liegt, und deren Seheitel S auf dem Träger 
89 gegeben ist, zu konsti-uieren. Der Schnitt dieser Pyra- 
mide mit einer Ebene EvEb ist zu bestimmen. 

Das die Basis der zu konstruierenden Pyramide "bildende Fünf- 
eck, welches m der Ebene UU [Fig. 194, Taf. XII] liegt, sei 
durch seine Centralprojektion abcde direkt gegeben, 

Die Centralprojektioneu der Seitenkanten der Pyriimide sind 
sodann unmittelbar durch die Verbindungsgeraden Sa, Sb, Sc, Sd, Se 
dargestellt. 

Nachdem allgemein die berechtigte Anforderung gestellt wird, 
daas die , bildliche Darstellung eines körperliehen Gebildes dem 
wirklichen Aussehen des letzteren möglichst entspreche, also den- 
selben Eindruck wie dieses hervorbringe, ao wird man offenbar aach 
auf die Undnrch sichtigkeit der das räumliche Gebilde begrenzen- 
den Seitenflächen Bückaieht nehmen müssen. Man pflegt dem- 
gemäsa auch im Bilde des Körpers die unsichtbar oder gedeckt 
erscheinenden Kanten dadurch weniger augenfällig zu machen und 
gegenüber den sichtbaren Kanten gleichsam dadurch in den Hinter- 
grund zu drängen, dass man dieselben strichuliert darstellt, wäh- 
rend man die sichtbaren Kanten voll auszieht. 

Als selbstverständliche Rege! gilt diesbezüglich, dass die 
äusserste Begrenzung des Bildes (in Fig. 194, Taf.XII, das 
Polygon abSdea) unter allen Umständen sichtbar sei und daher 
als solche dargestellt werden mnss. Man bezeichnet diese äusserste 
Begrenzung als den sichtbaren „ümriss" oder als die „Kon- 
tur" des Körpers auf der Bildebene. 

Diejenigen Kanten, deren Projektionen die Kontur des 
dargestellten Objektes bilden, erscheinen demnach gleichsam als 
die Trennungslinien zwischen dem sichtbaren und dem unsicht- 
baren oder gedeckten Teile des Körpers. 

So werden beispielsweise in Fig. 194, Taf. XII, nach der dies- 
fallsigen Lage der Pyramide, die Kanten aS, eS unsichtbar sein, 
die Kanten cS dagegen, welche dem anderen, d. i. dem durch die 
änssersten Kanten bS und dS getrennten Teile der Pyramide an- 
gehört, sichtbar erscheinen. 
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Um übrigens eine nähere Entscheidung bezöglich des „Sicht- 
bar- und Unsichtbarseins " mit Leichtigkeit trelfen zu liönnen, 
wird man nachstehende Anhaitapunkte mit Vorteil benützen. Süll 
nämlich eine Kante sichtbar sein, so muss das Gleiche auch \on 
allen ihren Punkten, die Endpunkte derselben mit inbe- 
griffen, gelten. Mit der letatangefügten Bemerkung ist jedoch 
unter gewissen umständen der Fall nicht ausgeschlossen, dass eich 
die Kante trotzdem als unsichtbar darstellen könne. Wenn hin- 
gegen ein oder beide Endpunkte der Kante unsichtbar sind, 
so kann dasselbe mit Bestimmtheit auch von der Kante selbst 
behauptet werden. 

Diese Anhaltspunkte gelten jedoch nur für sogenannte kon- 
vexe und einfach zusammenhängende Polyeder. Wenn ein Polyeder 
einspringende Winkel besitzt, oder mehrfach zusammenhängend, 
etwa durchbrochen ist, so können Verhältnisse eintreten, welche 
die Verwendbarkeit der eben gemachten Bemerkungen nicht ge- 
statten. Im allgemeinen jedoch werden wir von dem Gesagten 
erspriesslichen Gebrauch machen können und es erübrigt daher 
nur noch die Entscheidung, ob ein Punkt des Körpers gedeckt 
oder sichtbar erscheint. Dies ist ausschliesslich von der beson- 
deren Lage und Form des dargestellten Gebildes abhängig und 
bleibt daher stets dem richtigen VorstellungsvermÖgen de.^ 
Konstrukteurs überlassen. Gute Dienste dürften diesbezüglich 
die in den §§ 10 und 11 entwickelten Beziehungen leisten. So 
wird man beispielsweise der Figur 194, Taf. XTI, sofort entneh- 
men, dass die Punkte b, C luid d der Basis vor der Bildebene, 
die Punkte a, e und der Scheitel S hinter der Bildebene 
liegen. Die Kanten Sc, Sb, Sd, bc und cd werden daher sicht- 
bar sein, während die Kanten aS und eS unsichtbar oder ge-- 
deckt erscheinen. 

Um den Schnitt der dargestellten Pyramide abcdeS 
[Pig. 194, Taf. XII] mit der Ebene E,Et, zu bestimmen, wird 
es sich selbstverständlich nur darum handeln, entweder die Duich- 
stosspunkte der einzelnen Kanten mit der Ebene Ev Eb aufzusuchen, 
oder beziehungsweise darum, die einzelnen Seitenebenen mit der 
schneidenden Ebene EvEb zum Schnitte zu bringen und im letz- 
teren Falle von den Schnittgeraden nur jene Stücke zir benützen, 
welche innerhalb der Grenzen der betreffenden Seiteneheuen liegen. 

Bevor wir auf die Schnittbestimmung selbst übergehen, 
seien nocii einige allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt, 
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Der Schnitt eines von ebenen Polygonen begrenzten Kör- 
pers, d. i. eines Polyeders mit einer Ebene ist in allen Fällen 
ein geschlossenes endliches Polygon, dessen Eckpunkte 
die Schnittpunkte gewisser Polyederkanten und dessen Seiten 
die Sehnittgeraden gewisser Polyederseiten mit der schnei- 
denden Ebene sind. 

Die ausserhalb der begrenzten Kanten und ausserhalb der 
begrenzten Seitenflächen sich ergebenden gemeinsamen Punkte 
und Geraden der schneidenden Ebene und des Polyeders sind 
keine Eckpunkte und keine Seiten des Sehnittpolygons, 
können jedoch bei der Bestimmung des letzteren als (Hilisele- 
mente) konsti'uktive Verwendung finden. 

Behufs Ermittelung des Schnittpolygons der Ebene E^Eb mit 
der dargestellten Pyramide bestimmen wir im vorliegenden Falle 
zunächst den Schnitt von EvEf, mit einer Kante oder mit einer 
Seitenebene, beispielsweise mit der Seitenebene abS der Pyramide. 

])er Durchstosspunkt d' und der Fluchtpunkt v' der Kante ab 
ergeben sich unmittelbar in den bezüglichen Tracen L, und Lb 
der Basisebene. Die Seitenebene abS ist daher centralprojektivisch 
durch den Punkt S auf dem Träger Stp und durch die G-crade 
d'v' gegeben; ihre Tracen H, , H|, können somit leicht {Aufgabe 9) 
konstruiert werden. Die besagte Ebene wird von der Ebene E, Eb 
in der Geraden v"d" geschnitten, daher der innerhalb des Drei- 
eckes abS liegende Teil AB von v"d" {den vorhergehenden Be- 
merkungen gemäss) eine Seite des gesuchten Sehnittpolygons re- 
präsentiert. Die übrigen Seiten des letzteren könnten nun in 
gleicher Weise ermittelt werden, indem man ebenfalls so wie hier 
die Tracen der einzelnen Seitenflächen sucht oder aber, indem man 
die Hauptpunkte (Flucht- und Durchstosspunkt) der einzelnen 
Pyramiden -Kanten feststellt und mit Zugrundelegung derselben 
die Schnitte der bezeichneten Kanten mit der Ebene EvE^ kon- 
struiert und die so erhaltenen Schnittpunkte geradlinig verbindet, 

Ist jedoch auf irgend eine Art ein Eckpunkt oder eine 
Seite des Sehnittpolygons gefunden worden, so kann man 
ans denselben mittels eines besonderen Verfahrens die noch übrigen 
Elemente des Sehnittpolygons sehr einfach dadurch finden, dass 
man von der Sehnittgeraden S =; dv der schneidenden Ebene 
EvEb mit der Basisebene L^Lb direkten Gebrauch macht. 

Gesetzt, es wäre beispielsweise der in der Kante eS liegende 
Eckpunkt E des Sehnittpolygons zu bestimmen. 
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Denken wir uns zu diesem Zwecke durcb die beiden Seiten- 
kanteii bS und eS der Pyramide eine Hilfsebene gelegt, die wir P 
nennen wollen. Diese Ebene schneidet die Basisebene L,Lb in 
der Geraden be, welche ihrerseits die vorgenannte Schnittgerade 
S ^ dv in einem Punkte g trifft, der offenbar sowohl der Hilfa- 
ebene P, als aueb der Ebene EvEb angehört. Ein zweiter gemein- 
schaftlicher Punkt dieser beiden Ebene E und P ist aber der be- 
reits vorher gefundene Eckpunkt B des Schnittpolygons, so dass sich 
deren gegenseitiger Schnitt in <ier Verbindungsgeraden ßß ergibt. 
Die letztere trifft endlich die Kante eS in dem gesuchten Punkte E. 

Femer repräsentiert die Basiskante ed den Schnitt der Basis- 
ebene LvL.), mit der Seitenebene edS; dieselbe begegnet der Ge- 
raden S = dv (Trace der schneidenden Ebene auf der Basisebene} 
in einem Punkte 7, welcher der genannten Seitenebene deS und 
der Ebene E,Ei, gemeinschaftlich ist. Ein zweiter gemeinschaft- 
licher Punkt ist der Eckpunkt E des Schnittpoljgons , so dass 
wieder 7E die Schuittgerade der Seitenebene deS mit der Ebene 
EyEb, und der innerhalb des Dreieckes deS liegende Teil DE der- 
selben eine folgende Seite des Sebnittpolygons vorstellt. 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man nach und nach 
sämtliche Seiten des Sebnittpolygons ABCDEA erhalten. 

Ans den eben durchgeführten Konstruktionen erkennen wir 
gleichzeitig, dass das Schnittpolygon ABCDE und das Basis- 
polygon abcde derart aufeinander bezogen sind, dass sich die in 
einer und derselben Kante liegenden Eckpunkte land die 
in derselben Seiteuebene liegenden Seiten der beiden Poly- 
gone entsprechen, und dass nebstbei je zwei entsprechende Sei- 
ten oder Diagonalen dieser Polygone einen Punkt der Geraden 
S^dv gemein haben. Hieraus folgt, dass beide Polygone 
kollinear verwandt sind, so dass der Satz gilt: 

„Die Centralprojektionen des Basispölygons und eines ebenen 
Scbniü;polygons einer Pyramide sind stets kolUnear in bezug auf 
die CentralprojeMion des Pyramidenscheitels als Kollineationscen- 
trum und die CentrdlproJeUion der der Basisebene und der schnei- 
denden Ebene gemeinsamen Geraden als KolUneationsachse." 

Trifft die Schnittgerade S^dv der Basisebene LyU und der 
schneidenden Ebene EvEj, die Basis abcde des Polyeders in zwei 
Punkten, so ist das durch diese Punkte begrenzte Stück der Ge- 
raden 2 selbst eine Seite des Schnittpolygons. Ein Tei] des 
Sebnittpolygons, falls letzteres als das mit der Basis kolliueare 
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Polygon ermittelt wurde, wird diesfalls ausserhalb der eigeut- 
lichen (begreuzteu) Pyramide liegen, kommt demgemäss nicht 
weiter in Betracht. Eiuen derartigen Schuitt bezeichnet mau als 
einen „Basisschnitt" der Pyramide. 

§247. 

In vielen Fällen ist es wünsebenswert , sämtliche Seiten- 
flächen eines Polyeders in wahrer Grösse kennen zu leruen. 
Man kann sich zu diesem Zwecke das Polyeder längs gewisser 
Kanten getrennt und, vermöge des dadurch erreichten bloss teil- 
weisen Zusammeubauges, die sämtlichen Seitenflächen in gewisser 
Aufeinanderfolge in einer und derselben Ebene ausgebreitet 
denken. Die sich auf diese Weise ergebende Figur heisst ein „Netz" 
des Polyeders, und die Methode zur Herstellung desselben das 
„Developpieren" oder die „Developpierung" des Polyeders. 

Um eine Pyramide, wie beispielsweise Sabcde [Fig. 194, 
Taf. XII] an developpieren, kann man zweckmässig allenfalls fol- 
gend er raassen verfahren. 

Man fällt von dem Scheitel S auf die Basisebene L,Lb eine 
Senkrechte ö, bestimmt den Schnittpunkt beider und ermittelt 
hierauf (etwa mit Hilfe eines Teilpunktes T) die wahre Grösse 
o'S' der Strecke oS. Weiter legt man das Basispolygon abcde 
sowie auch den Punkt um Lb in die Bildebene beziehungsweise 
nach agboCodfle,, und o,, um. 

Bildet man sodann rechtwinklige Dreiecke mit der Strecke o'S' 
[Fig. 195, Taf. XII] als deren gemeinschaftliche Kathete, während 
die anderen Katheteii o'a', o'b', o'c', o'd' und o'e' beziehungsweise 
den Strecken %3l^, %\i^, %%, Oodo und %e^ [Fig. 194, Taf. XII] 
gleich sind, so werden offenbar die Hypotenusen S'a', S'b', S'c', 
S'd', S'e' die wahren Grössen der Pyramidenkanten a$...eS 
repräsentieren, und man kann sofort ans denselben und den Sei- 
ten des umgelegten Basispolygons HobgC^dneo das Netz SaßySea' 
der Pyramide ableiten, an welches der Vollständigkeit wegen noch 
das Basispolygon \\if^fi^A^e^ anzureihen wäre. 

Anmerkung. In der vorstehenden Figur ist sonderbarer- 
weise insofern ein Konstruktionsfehler (der leider zu spät bemerkt 
wurde, als dass eine Änderung der Figur noch möglich gewesen 
wäre) unterlaufen, als die Bildflächtrace Sj, der zu ULv senk- 
rechten Ebene SbS, durch den Punkt 5 parallel zu Vgip^Sy 
zu führen war. 
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89. Aufgabe: Es ist ein Prisma darzustellen, dessen eine 
Basis ein in der Bildebene liegendes Quadrat ist, dessen 
Scitenifantcn zu einer gegebenen Ebene parallel sind und 
mit der Bildebene den Winkel « cinscMiessen, während 
dessen zweite Basis in einer zur Bildel)ene pai-allelen Ebene 
liegt; ferner ist der Schnitt des Priünia a) mit einer Ehene 
b) mit einer Geraden (Erzengende irgend einer Begelfiäche) 
zu konstruieren. 

Sei abcd [Fig. 196, Taf. XII] das die Basis des Prisma bil- 
dende, in der Bildebene gegebene Quadrat, NacMem das Prisma 
als eine Pyramide mit unendlich fernem Scheite!, also als 
Pyramide mit parallelen Seitenkauten betrachtet werden kann, 
diese letzteren aber der gestellten Forderung gemäss einerseits pa- 
rallel zur Ebene e„e6 und anderseits unter dem Winkel a gegen 
die Bildebene geneigt sein sollen, so wird man ihren Fluchtpunkt 
V als Schnitt von e„ mit dem dem Winkel a entsprechenden Nei- 
gnngskreise (Fluchtkreise) K^ erhalten. Hiernach stellen die Ge- 
raden av, bv, cv und dv die Centralprojektionen der Prismensei- 
tenkanten vor. 

Da das Prisma durch eine zur Bildebene parallele Ebene ab- 
zuschüessen ist, über die Entfernuug dieser zur Bildebene parallelen 
Ebene aber nähere Bestimmungsstücke nicht vorliegen, so wollen 
wir annehmen, dass die letztere durch den willkürlich anf der 
Kante av gewählten Punkt a^ gehe. Der Schnitt dieser Ebene 
mit der Seitenebene abv wird die durch a^ gehende zur Bild- 
flächtrace der besagten Seitenebene, d. i. zur Basiskante ab pa- 
rallele Gerade Hj b^ sein. In gleicher Weise findet man den 
Schnitt der zur Bildebene parallelen Ebene mit der Seitenebene 
bvo als die durch b^ parallel zu bc gezogene Gerade b^c^ u. s. w., 
so dass man als Bild der zweiten Basis des Prisma das mit abcd 
parallele Quadrat a^bjC^dj erhält. Die Kontur des Prisma 
ergibt sich sonach in abbiCid^da, und man erkennt leicht (weil 
die Basis a^ b^ Cj di hinter der Bildebene liegt) dass die Kanten 
aa^, aidj und a^b^ gedeckt erscheinen. 

Um den Schnitt des Prisma mit der gegebenen Ebene 
EvEb zu bestimmen, ermitteln wir zunächst den Schnitt von EyEb 
mit einer Seitenebene, etwa mit abv. Die Bildflächtrace hb der 
letzteren fällt mit der Basiskante ab zusammen, während die 



y Google 



— 318 — 

Fluchttrace h, die hierzu Parallele durch V ist. Der Schnitt von 
h, hb mit EyEb ist die Gerade acp, daher das von den Kanten av 
und bv begrenzte Stück AB derselben bereits eine Seite des 
Schuittpoljgons repräsentiert. Die anderen Seiten des letzt- 
genannten Polygons kann man entweder auf dieselbe Weise wie 
eben gezeigt wurde konstruieren, oder aber, so wie im vorhergeben- 
den Falle, durch ein besonderes Verfahren aus AB ableiten. 

Man wird sich diesbezüglich beispielsweise durch die Kanten 
av und CV eine Ebene gelegt denken, deren Bildflächtrace man 
in ac erhält. Die genannte Trace sehneidet die Bildflächtrace Eb 
der schneidenden Ebene in dem Punkte ß, so dass die Verbin- 
dnngsgerade ßA den Schnitt der bezeichneten Hilfsebeue acv mit 
der Ebene EuEb, und der Punkt C, in welchem ßA die Kante cv 
trifft, den in der letzteren liegenden Eckpunkt des Schnittpoly- 
gons darstellt. 

Da weiter die Kante cd gleichzeitig die Bildflächtrace der 
Seitenebene cdv repräsentiert, so muss die Scbnittgerade dieser 
Seitenebene und der Ebene E„Eb durch den gemeinschaftlichen 
Punkt 7 ihrer Traceu cd und Eb geben; der Schnitt ist mitbin durch 
die Gerade yC dargestellt. Das zwischen den Kanten cv und dv 
liegende Stück CD dieser Geraden ist selbstverständlich wieder 
eine Seite des Sehnittpolygons. Die Verbindungsgeraden der 
Punkte A und resp. ß und C liefern die noch fehlenden Seiten 
der Schnittfigur, und müssen in gleicher Weise mit den Basis- 
kanten ad resp. bc Punkte der Bildflächtrace Eb gemein haben. 

Ana dieser Eigenschaft entnehmen wir unmittelbar, dass die 
für eine Pyramide gefundene kollineare Beziehung auch beim 
Prisma auftritt, uud zwar stellt diesfalls der Fluchtpunkt V 
der Prismenkanten das Kollineationseentrum, und die Bild- 
flächtrace Eb die Koilineationsachse vor. 

Würde die Basis des Prisma in einer von der Bildebene 
verschiedenen Ebene liegen, so müsste, wie einleuchtend, an 
die Stelle der Bildflächtrace Eb der schneidenden Ebene die Cen- 
tralprojektiou ihres Schnittes mit der betreffenden Basis- 
ebeae treten. Daher lässt sieh behaupten: 

„Die Oeniralprojektion der Basis und des ebenen Schnittes 
eines Prisma sind stets kollinear in heimg auf den Fluchtpunkt 
der Prismenkanten als Koüimationscmtrum, imd die Centralpro- 
jektion der der Basisebene und der schneidenden Ebene gemein- 
samen Geraden aJs Kaülneationsachse." 
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Wäreu die Prismenkanteit speziell parallel zur Bildebene (odei- 
würde, im Falle einer Pyramide, der Seheitel derselben in der 
Spurebene liegen), würden also die Bilder sämtlicher Seiten- 
kanten nntereinander parallel erseheinen, so tritt an die Stelle 
der obgenanuten kollinearen Bezieliung die affine. 

Um weiter den Schnitt des Prisma mit der gegebenen 
Geraden DV [Fig. 196, Taf. X.TI] zu bestimmen, wird man so 
wie in allen ähnlichen Fällen dnreh die gegebene Gerade (Er- 
zeugende einer Fläche) irgend eine Hilfsflaclie, der Einfachheit 
wegen gewöhnlieh eine Ebene legen, den Schnitt der letzteren 
mit dem gegebenen Gebilde bestimmen und untersuchen, wo die 
Schnittfigur von der gegebenen Geraden getroffen wird. 
Die besagten Schnittpunkte sind sodann gleichzeitig jene der ge- 
gebenen Pläclie mit der gegebenen Geraden. 

Unter den verschiedenen Hilfsebenen, wejche durch die ge- 
gebene Gera_de geführt werden können, wird man selbstverständ- 
lich immer wieder jene wählen, welche die einfachsten Sehnitt- 
flgnren liefern. Im vorliegenden Falle wird man also durch die 
Gerade eine Hilfsebene HvHb parallel zu den Prismenkanten zu 
führen haben. Besagte Ebene wird das Prisma offenbar in zwei 
ebenfalls zu den Prismenkanten parallelen Geraden schneiden, 
welche durch die Schnittpunkte p^ und Pj der Tracen dor Hilfs- 
ebene H auf der Ebene der Leitlinie (Basisebene) mit der Basis 
abcd des Prisma (im vorliegenden Falle also insbesondere durch 
die Schnitte ihrer Bildflächtracen) gehen. Die so erhalteneu Ge- 
raden p^V und PgV werden die gegebene Gerade DV in den ge- 
suchten Schnittpunkten P^ und P^ treffen. 

Dieselbe Methode ist selbstverständlich auch im Falle einer 
Pyramide u. s. w. anwendbar, indem diesfalls die besagte Hilfs- 
ebene durch die gegebene Gerade und durch den Scheitel 
der Pyramide gelegt wird. 

§ 249. 

90. Aufgabe: Es ist der gegenseitige Sclinitt zweier PjTa- 

midcn, deren Basispolygone in zwei gegen die Bildebene 

geneigten Ebenen liegen, zu konstruieren. 

Der gegenseitige Schnitt zweier Polyeder oder deren 
„Durchdringung" ist stets ein Raumpolygon, d, i. ein Polygon, 
dessen Eckpunkte tind Seiten nicht in einer und derselben Ebene 
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liegen. Die Eckpunkte eines solchen Durchdringungspoly- 
gons sind die Schnittpunkte der Kanten des einen Polyeders 
mit den Seitenflächen dea zweiten Polyeders, und umgekehrt, wäh- 
rend die Seiten des Durchdriuguugspolygohs Schnittgeraden 
der Seitenflächen beider Polyeder, oder Teile derselben sind. 

Soll daher eine derartige Duj-chdringung (gegeuaeitiger Schnitt) 
konstruiert werden, so wird man die Selinittpunkte sämt- 
licher Kanten des einen Polyeders mit den Seitenflächen 
des zweiten, und umgekehrt die Schnittpunkte sämtlicher Kanton 
des zweiten Polyeders mit den Seitenflächen des ersten zu ermitteln 
und dann in richtiger Reihenfolge zu yerhinden haben. 

Als allgemein gültig wäre folgendes zu bemerken. Der 
Schnittpunkt einer Kaute des einen Polyeders mit einer Sei- 
tenfläche des zweiten kann nur dann ein Eckpunkt des Durch- 
dringungspolygons sein, wenn er einerseits auf der Kante 
(zwischen deren Begrenzungspunkten) des einen, anderseits aber 
auch gleichzeitig auf der Seitenfläche dea anderen Polyeders inner- 
halb ihres Begrenzungspolygons liegt. Von der Schnittgeraden 
zweier Seitenebenen kann nur jener Teil eine Seite des 
Durehdringungspolygons vorstellen, welcher zu gleicher Zeit inner- 
halb der beiden zum Schnitte gelangenden ebenen Be- 
grenzuugspolygone der sich durchdringenden Polyeder liegt. 

Was weiter die richtige Verbindung der Eckpunkte des Durch- 
dringungspolygons betrifl't, so ist zu beachten, dass offenbar nur 
solche Eckpunkte miteinander verbunden werden können, welche 
sowohl einer und derselben Seiteufläche des einen Polyeders, als 
auch einer und derselben Seitenfläche des anderen Polyeders an- 
gehören. Liegen jedoch zwei Eckpunkte des Durchdringungs- 
polygons in verschiedenen Seitenflächen der beiden zum gegen- 
seitigen Schnitt gelaugenden Polyeder oder auch nur in verschie- 
denen Seitenebenen des einen der beiden Polyeder, so ist deren 
Verbin duugsger ade in keinem Falle eine Seite des Durchdringungs- 
polygons. Unter Berücksichtigung dieser Anhaltspunkte wird bei 
entsprechender Aufmerksamkeit und einigem Vorstellungsvermögen 
die Konstruktion des Durchdriugungspolygons aus seinen Eck- 
punkten selbst in den kompliziertesten Fällen keine Schwierig- 
keiten bieten können. 

Diese allgemeinen Bemerkungen zu Grunde gelegt wollen wir 
uns der gestellten Aufgabe zuwenden. 

Seien Mi, und UU [Fig. 197, Taf. XU] die 



yGoosle 



— 321 — 

der beiden Pyramiden, S uud S' die Seheitel der letzeren, und 
abcdef resp. a'b'c'd' die beziehungsweise in LyLb mid L|,Lb lie- 
geudeu Baaispolygoue, so hat man bloss deren Eckpunkte mit S 
resp. S' geradlinig zu verbinden, um die Bilder der Pyramiden 
S(abC(fef) und S' {a'b'c'd') zu erhalten. 

Um den gegenseitigen Schnitt dieser Pyramiden zu kon- 
struieren, bat mau, wie vorher allgemein erläutert wurde, die 
Schnittpunkte sämtlicher Kanten der einen mit den Seitenflächen 
der anderen Pyramide, soweit die besagten Schnittpunkte von 
Belang sind, d. i. insofern sie innerhalb der Begrenzungen beider 
Pyramiden liegen, zu ermitteln. 

In § 248 wurde bereits gelegentlich der Bestimmung der 
Schnittpunkte einer Geraden mit einem Prisma oder einer Pyra- 
mide und dergl, darauf hingewiesen, dass man diesfalls mit Vor- 
teil von solchen Hüfsebenen Gebranch machen könne, welche 
beziehungsweise parallel zu den Prismenkanten geführt werden 
oder den Scheitel der Pyramide enthalten. 

SoUen im vorliegenden Falle, indem man beide Polyeder 
durch Hilfsebeneu schneidet, die mögliebst einfach zu konstruieren- 
den Schnittflguren (gerade Erzeugende der Flächen) erhalten wer- 
den, so müssen die bezeichneten Hilfsebenen selbstverständlich so- 
wohl durch den Scheitel S als auch durch den Scheitel S' geben, 
müssen also jene Gerade SS' enthalten, welche die beiden 
Pyramidenscheitel verbindet. Die Tracen der schnei- 
denden Hilfsebeneu auf den Basisebenen L^U und im wer- 
den demnach durch die Durchstosapunkte A und ij von SS' mit 
den letztbeKeichneteu Ebenen zu führen sein. 

Bestimmt mau daher nach den an früherer Stelle (Aufgabe 10 
und 13) entwickelten Methoden die Schnittpunkte Ä und A^ der 
Geraden SS' mit den beiden Basisebenen LyLi, nnd UL'h, so können 
die Eckpunkte des DurchdrSignngspolygons wie folgt konstruiert 
werden. 

Verbindet man den Punkt Ä mit einem beliebigen Eckpunkte 
des Basispolygons abc, . f, beispielsweise mit a, so stellt diese 
Verbindungsgerade ia offenbar die Schnittgerade der .Basisebene 
L, Lb mit der durch die Kante aS und die Gerade SS' gelegten 
Hilfsebene vor. Die Trace Aa trifft weiter die Schnittgerade 
dv der beiden Basiaebenen in einem Punkte p, welcher selbst- 
verständlich der genannten Hilfsebene sowohl, als auch der Basis- 
ebene HL'u angehöi-t. 



y Google 



— 322 — 

Ein zweiter Punkt, welcher den beiden letztgenannten Ebenen 
ibaftlich ist, ist \, so dasa ihre Sehnittgerade (Trace der 
schneidenden Hilfsebene anf LJL^) durch pAi dargestellt erscheint. 
Die letztere trifft die Basis a'b'c'd' in zwei Pnnkten a und ß, 
welche mit S' verbunden die Sehnittgeraden der vorgenannten 
Hilfsebene (SS', Sa) mit der Pyramide S' vorstellen. Die beiden 
Punte A und B endlich, in welchen die letztbezeicbneteu Geraden 
S'a und S'ß von der Kante Sa getroffen werden, sind die Schnitt- 
punkte dieser Kante mit der Pyramide S\ und als solche zwei 
Eckpunkte des Durchdringungspolygons. 

Führt man weiter die Gerade Ab bis zum Schnitte t mit 
dvj verbindet mau ferner r mit i^, und ebenso die Schnittpunkte 
e und V] von tÄi mit S', so werden die letzterhalten eu Verbiu- 
dnngggeraden S'e und S'v) von der Kante bS der Pyramide S in 
den Schnittpunkten E. und F dieser Kante mit der Pyramide S' 
getroffen, so dass E und F wieder zwei Punkte des Durchdringunga- 
poljgons liefern. In gleicher Weise kann man die Schnittpunkte 
aller anderen Kanten der Pyramide S mit der Pyramide S', aber 
auch umgekehrt die Schnittpunkte aller Kanten der Pyramide S' 
mit der Pyramide S konstruieren ; denn zieht mau beispielsweise 
die Gerade Ä,b', so stellt dieselbe den Schnitt der Basisebeue 
LIU mit der durch S'b' und SS' gelegten Hilfsebene vor, trifft 
demgemäss die den beiden Basisebenen gemeinschaftliche Gerade 
dv in einem dieser Hilfsebene und der Basisebene ULb gemein- 
schaftlichen Punkte ff, so dass sich die Schnittgerade der beiden 
letztbezeichneten Ebenen in tsÄ ergibt. 

Die genannte Trace öA schneidet die Basis abc . . f in den 
Punlrten 7 und 8, welche mit S verbunden die Sehnittgeraden 
der Pyramide S mit der Hilfsebene (S'b', SS') ergeben, und von 
der Kante S'b' in deren Schnittpunkten C und D mit der Pyra- 
mide S, also in zwei Eckpunkten des Dnrchdringungspolygons 
getroffen werden. 

Sind auf diese Weise sämtliche Eckpunkte des Dnrchdringungs- 
polygons ermittelt worden, so hat man dieselben auf Grund der 
früher angegebenen Regeln in richtiger Weise zu verbinden. 

So können beispielsweise die Punkte A und E unmittelbar 
verbunden werden, da sie sowohl der Seitenebene aSb, als auch 
der Seitenebene a'S'b' angehören; ein Gleiches gilt bezüglieh der 
Punkte E und C, da sie in den beideu Soitonebenen bSc und a'S'b' 
liegen; ebenso werden die Punkte A und D als Punkte der beiden 
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Seiten ebenen aSI und a'S'b' nnd die beiden Punkte B und F als 
Punkte .der Seiteuflächeu aSb uüd a'S'd' u. s, w. direkt zu ver- 
binden sein. 

Der gegenseitige Schnitt zweier Polyeder kann, (wie im vor- 
liegenden Falle jener der beiden Pyramiden) ein einziges Poly- 
gon bilden, oder es kann auch vorkommen, dass der Schnitt aus 
zwei getrennten Dnrchdringuugspolygonen besteht. 

ila Grenzfall dieser beiden allgemeineren Fälle ist jener 
anzusehen, in welchem zwei Durchdringungspolygone, welche den 
gegenseitigen Schüitt zweier Polyeder i-epräsentieren, einen Eck- 
punkt gemein haben. Dieser Fall tritt überall dort ein, wo sich 
zwei Kanten der beiden Polyeder in einem Punkte schneiden. 
Man nennt zwei solche Kanten „gebundene Kantett." der beiden 
Polyeder und den Schnittpunkt derselben einen „Knoten- 
punkt" des Durchdringungspolygona, 

Da durch einen solchen Knotenpunkt zwei Seitenflächen des 
einen und zwei Seitenflächen des anderen Polyeders gehen, so 
treffen iu demselben vier Seiten des Durchdriugungspolygous zu- 
sammen. Nachdem ferner zwei Polyeder ein, zwei oder auch 
mehrere Paare gebundener Kanten besitzen können, so kann auch 
ein Durchdringungspolygon ein, zwei oder mehrere Knoten- 
punkte aufweisen. 

§ 250. 

91. Aufgabe: Es ist eine Pyramide in einer belieMgeii Lage 
geg:cn die Projettionsebcno, ferner ein Prisma, dessen Basis 
in einer zur Projelctlonsebcne senkrechten Ebene liegt nnd 
dessen Kanten zur Projektionsebene parallel sind, so dai-- 
zustellen, dass beide Körper ein Paar gebundener Kanten 
besitzen; es ist unter diesen Voraussetzungen der gegen- 
seitige Scbnitt derselben zu konstruieren. 

Stelle LIU [Fig. 198, Taf. XTI] die zur Bildebene senkrechte 
Basisebene des Prisma, und a'b'c'd'e' das Bild der Basis vor. Wir 
können, die Bildebene als vertikal vorausgesetzt, die Basisebene 
LbHi als horizontal betrachten. Die Prismenkanten seien allen- 
falls vertikal, so dass das dargestellte Prisma ein sogenannte,? 
,, gerades Prisma" ist. Da die Wahl der Basisebene LyLb der 
Pyramide freigestellt ist, so möge dieselbe vertikal angenommen 
werden; es werden demnach ihre Tracen Lv und Lb zu den 

21* 
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PrismeQkaiiteu parallel sein. Ferner sei S der auf dem Träger 
8<p gegebene Pyramidensch eitel. 

Nachdem gefordert wird, dass die Pyramide und das Prisma 
ein Paar gebundener Kanten besitzen sollen, so kann ein 
Punkt der Pyramidenbasis anf nachstehende Art bestimmt werden. 
Mittels der vertikaleu Hilfsebene h„hb führen wir durch den Py- 
ramidenscheitel S eine vertikale, also eine zu den Prismenkanten 
parallele Gerade g, und bestimmen ihren Schnittpunkt Ä mit der 
Basisebene V,L\, des Prisma. Wird ^ mit dem Basis eckpunkte a' 
des Prisma verbunden, so erhält mau die Sehuittgerade Aa' der 
Ebene LJLI, mit der durch die Prismenkante a'a', und durch den 
Pyramidenscb eitel S gelegten Hilfsebeoe, Die Gerade Aa^ sehnei- 
det die Schnittgerade dv der beiden Basis'eheuen in dem Punkte a; 
die durch a vertikal gezogene Gerade aa repräsentiert dann offen- 
bar den Schnitt der vorgenannten Hilfsebene mit der Basis- 
ebene LyLlj. 

Soll nun die Prismenkante s}a\ mit einer Pyramidenkante Sa 
gebunden sein, so muss letztere in der erwähnten Hilfsebeue, 
ihr Basiseekpunkt a mithin in irgend einem Punkte der Geraden 
aa liegen. Der Schnitt der beiden sich bindenden Kanten Sa 
und a'a', erfolgt in A. Die übrigen Eckpunkte b, C und d der 
Pyramideubasis können nun, wenn für die Lage derselben keine 
weiteren Bedingungen vorliegen, beliebig in der Ebene UU an- 
genommen werden. 

Das verlangte Üurcbdringungspolygou wird, den vorausge- 
schickten Erörterungen gemäss, in A einen Knotenpunkt besitzen 
und werden demnach durch A vier Seiten des Durchdringungs- 
polygons gehen. 

Um die übrigen Punkte des letzteren zu konstruieren, werden 
wir von dem oberwähnten Punkte A Gebrauch machen. Wird 
nämlich i mit irgend einem Basiseckpunkte des Prisma, etwa mit 
b' verbunden, so stellt die Verbindungsgerade b'i den Schnitt von 
Lm mit der durch die Kante b'b'^ und den Pyramidenscheitel S 
gelegten Hilfsebeue vor. Zieht man ferner durch den Schnitt- 
punkt p von Ab' mit dv, als der den beiden Basisebenen gemein- 
samen Geraden, eine vertikale Gerade pp^, so stellt diese den 
Schnitt der genannten Hilfsebeue (S, b'b'J mit der Basisebene 
LyLh dar. Besagte Trace pp^ trifft die Pyramidenbasis abcd in 
zwei Punkten ß und y, welche mit S verbunden, die Schnitt- 
1 der Pyramide mit der Hilfsebene (S, b'b'J in Sß und Sy 
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ergeben. Diese Geraden Sß und $•( treffen weiter die Prismen- 
kaote b'b'j in deren Schnittpunkten B und C mit der Pyramide, 
d. i. in zwei Eckpunkten des Durcbdringungspolygone, 

In gleicher Weisse kann die Konstruktion der Durch stosspunkte 
aller übrigen Piismenk inten mit der Pyramide vorgenommen und 
dasselbe Verfahren auch veiwendot werden, um die Schnittpunkte 
der Pyramidenkanten mit dem Prisma zu ermitteln. 

Denken wii uns beii^pielsweise durch die Pyramidenkante Sd 
eine zu den Pnsmenkanten parallele Hilfsebene gelegt, so wird 
sie die Basisebene LyLb m der durch d gehenden vertikalen Ge- 
raden de und die Basihebene LILI, in der Geraden öA schneiden. 
Ferner wird die bezeichnete Hilfsehene das Prisma in zwei zu 
dessen Kanten parallelen Geraden SD und eE schneiden, welche 
durch die Schnittpunkte 5 und. s der Prismenhaaiamit der Trace 
Äö gehen. Diese Schnittgeraden treffen endlich die oberwähnte 
Pyramidenkante Sd in den beiden gesuchten Darchstosspunkten 
D und E der besagten Kante Sd mit den bezüglichen Seitenebenen 
b'b',c'c'j und e'e',d'd'j des Prisma. Sind derart alle Eckpunkte 
des Durchdringungspolygons gefunden, so hat man sie schliesslich 
entsprechend zu verbinden. 

§ 251. 

92. Aufgabe: Ea ist die Durchdringung zweier Pi-ismen zu 
konstiTiieren, dereu Basispolygonc in der Bildebene liegen. 

Die beiden Basispolygone der Prismen seien abc und a'b'c'd' 
[Fig. 199, Taf. SIII]; die bezüglichen Fluchtpunkte ihrer Kanten 
seien durch v und v' gegeben. Behufs Konstruktion der Eckpunkte 
des Durehdringungspolygons wird man wieder achneidende Hilfs- 
ebenen verwenden, welche der Einfachheit wegen zu den Kanten 
beider Prismen parallel sind oder durch die Kanten des einen 
Prisma gehen iind zu den Kanten des zweiten Prisma parallel 
laufen, deren Fluchttrace h, also durch die Verbindungsgerade vv' 
dargestellt erseheint. 

Führt man nun beispielsweise durch b' eine Parallele zu h, , 
so stellt die letztere bereits die Bildflächtraee hj jener Hilfsebene 
dar, welche durch die Kante v'b' parallel zu den Kanten des Prisma 
V abc gelegt ist; der Schnitt des letztbezeichneten Prisma mit der 
Hilfsehene hvhb besteht aus den beiden zu den Prismenkanten 
parallelen Geraden Va und Vß, welche durch die der Basis abc 
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und der Trace hj, gern eins eliaftlielieo Fankte a und ß gehen. Die 
Geraden av und ßv tieffeu die Kante l)'v' in deren Schnittpnukten 
A und B mit dem PriRoia V abc, repräsentieren somit zwei Eck- 
punkte des Durchdrin^ungspolygons. 

Legt man umgekehrt durch irgend eine Kante des Priama 
V abc, etwa durch cv, eine Hilfsebene h' parallel aa den Kanten 
des Prisma v' a'b'c'd', so ist deren Bildflächtraee h'b die durch c 
parallel zu h, gezogene Gerade. Die durch die Schnittpunkte 7 
und S von h'b mit der Basis a'b'c'd' zu den Prismenkanten parallel 
geführten Geraden TV' und Sv' sind die Schnitte der genannten 
Hilfsebene hl h'b mit dem Prisma v' a'b'c'd', während deren Treff- 
punkte C und D mit der Kante cv wieder zwei Eckpunkte des 
Durchdringu ngspoly gons bestimmen. 

Auf gleiche Weiae hat man alle übrigen Eckpunkte des Durch- 
dringungspolygons als die Schnittpunkte der Kanten des einen 
Prisma mit den Seitenflächen des anderen und umgekehrt zu er- 
mitteln, und diese Punkte unter Beachtung der an früherer Stelle 
gebotenen Anhaltspunkte richtig zu verbinden. Hierbei ist selbst- 
verständlich auch der sichtbare Teil der '^chnittfigui von dem 
unsichtbaren (gedeckten) Teile deiselh<>n duich voll gezogene 
oder beziehungsweise strichulierte Linien zu untei scheiden. Als 
diesbezügliches Merkmal hat min blos? zu beachten, ob der be- 
treffende Eckpunkt des Duichdrmgungspoljgon'^ emei sichtbaren 
oder gedeckten Seitenebene lesp Kante der zum Schnitte ge- 
langenden Flächen angehört Ist ein Punkt der Seite des Schnitt- 
polygons nicht sichtbar, so gilt Ars Gleiche von dei ginzen Seite 
derselben. 



93. Aufgabe: Es ist ein Würfel äarzustellen, tod welchem 
eine Seite in der Ebene e^et [Fig. 200, Taf. XIII] liegt und 
die in dieser Ehene gegebene begrenzte Gerade ab zur Kante 
liat>en soll; ferner ist der Sclinitt dieses Würfels mit der 
Ebene E,Eb zu bestimmen. 

Die in der Ebene e,eb liegende Würfelseite wird jenes Quadrat 
sein, welches über ab als Kante beschrieben werden kann. 

Denkt man sich das Projektionseentrum um e» nach C^ um- 
gelegt und den umgelegten Fluehtstrahl CoV der Geraden ab ge- 
zogen, so bat man bloss durch C^ eine Senkrechte C^v^ und weiter 
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eine Gerade C^Vg unter 45° gegen C^v zu ziehen, um in den 
Schnittpunkten Vj und v^ derselben mit e« die bezüglichen Flucht- 
punkte der zu ab senkrechten Quadratseiten resp. einer Diagonale 
des Quadrates zu erbalten. Das Bild des Quadrates wird einfach 
dadurch vervollständigt, dass man die zu ab senkrechten Quadrat- 
seiten aVi und bv^ zieht, in aV; mittels der Diagonale bv^ den 
Eckpunkt c ermittelt und die vierte Quadratseite VC zeichnet, 
welche auf bv^ den Eckpunkt d bestimmt. 

Konstruiert man ferner den Fluchtpunkt Vs der Normalen 
zur Ebene evCb, so erhält man in aVs, bva, cVs und dvg die Cen- 
tralprojektionen der zur Seitenebene e,e\, resp, abcd senk- 
rechten Würfelkanten, und es erübrigt somit nur noch die 
zweiten Eckpunkte auf denselben zu bestimmen. 

Vervollständigen wir zu diesem Zwecke zunächst das Quadrat 
Vjab. Die Pluchttrace seiner Ebene ist die Gerade h„ = Ws. Das 
um h„ umgelegte Projektionscentrum C';, ergibt sich, wie leicht 
einzusehen, im Schnitte jener beiden Kreise, die beziehungsweise 
aus V und Vj mit den Strecken vC,, und VsC als Radien be- 
schrieben werden. Hierbei ist selbstverständlich der Winkel 
vC'jVs = 90°, Halbiert man diesen Winkel vC^^Vj, so erhält man 
in hv den Fluchtpunkt V^ der einen Diagonale des gesuchten 
Quadrates. Das Bild derselben ist demnach bVj. Das letztere 
bestimmt auf aVg den Eckpunkt a' , so dass man in va' die feh- 
lende Quadratseite a'b' dargestellt erhält. Die in den Kanten 
CVs und dVs liegenden zweiten Eckpunkte c' und d' ergeben sich 
im Schnitte mit den M'nrfelkanten V^a' und v'^ b'; die letzte Würfel- 
kante c' d' muss sodann notwendig durch V gehen. 

Die gegebene Ebene EvEb schneidet die Seitenebene GvOb resp. 
abcd des Würfels in der Geraden Stp, und der von dem Quadrate 
abcd begreaate Teil AB dieser Schnittgeraden ist bereits eine 
Seite des Polygons, in weichem der Würfel von der Ebene E,E], 
geschnitten wird. 

Der in der Kante ab liegende Punkt A ist gleichzeitig ein 
der Ebene E,Ej, und der Seitenebene aba'b' gemeinschaft- 
licher Punkt. Der Schnitt dieser beiden letztgenannten Ebenen 
hat zum Fluchtpunkte den Schnittpunkt 9' ihrer Fluchttracen Ey 
und hu, ist mitbin in (p'A dargestellt. Der durch das Quadrat 
aba'b' begrenzte Teil AC von cp'A ist folglich eine zweite Seite 
des Schnittpolygons. 

Nachdem ferner der Punkt C auch der SeiteuÜäche a'b'c'd' 
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angehört, diese aber mit der Seitenfläche abcd = eue|, paniUel ist, 
so ist der Schnitt von a'b'c'd' niit E,Eb durch C<p dargestellt. Der 
innerhalb des Quadrates a'b'c'd' liegende Teil CD von Ctp bildet 
also die dritte Seite des Schnittpolygons, während die vierte 
Seite des letzteren dann notwendig dnrch die Verbindiingsgerade 
BD als Schnitt der Seitenebene aca'c' mit E,Ei, bestimmt er- 
scheint. 

§ 253. 

94. Aufgabe: Es ist das centralprojektlTische Bild eines regel- 
mässigen Teti-aeders darzustellen, von welchem eine Seite 
in der gegen die Bildebene geneigten Eltene eybb [Pig. 201, 
Taf. XTII] liegt; ferner sind die Schnittpunkte des Tetra- 
eders mit einer gegebenen Geraden DV zu Jtonstniieren. 

Da das reguläre Tetraeder von vier gleichseitigen Dreiecker» 
begrenzt ist, so werden wir ein beliebiges gleichseitiges Dreieck 
BphoCo als die ümlegung der in GvCb liegenden Tetraederseite um 
eu betrachten und deren Centralprojektion abc auf bekannte 
Weise durch „Zurückführen" ermitteln. 

Denken wir uns ferner in der ümlegung an aoboCo ein Kwei- 
tes gleichseitiges Dreieck Bi,Cf,d^ angereiht und dieses um agCg so 
lange gedreht, bis d^ senkrecht über den Mittelpunkt 0,, des Drei- 
eckes aobgCo zu liegen kommt, so wird die Entfernung des Punk- 
tes d(| von Od (in wahrer Grosse durch %i\ dargestellt) die wahre 
Grösse des Abstandes des vierten Tetraedereckpuuktes d von der 
Seitenebene eyBi, resp. abc darstellen. Bestimmt man daher die 
Centralprojektion des Mittelpunktes Oo (durch Zurückführen) 
und führt mau die Senkrechte OVs zu evBb, so hat man auf die- 
ser (etwa mittels des Teilpunktes T von OVs) in einer durch OVs 
gelegten Hilfsebene hyhb von O aus die Strecke od, deren wahre 
Grösse Odd',, = o'd' ist, aufzutragen, um in d das Bild des genann- 
ten Eckpunktes, und in ad, bd, cd die noch fehlenden Kanten 
des Tetraeders zu erhalten. 

Um endlich die Schnittpunkte der gegebenen Geraden 
DV mit dem Tetraeder zu bestimmen, betrachten wir das letz- 
tere als eine Pyramide mit der Basis abc und dem Scheitel d. 

Wir haben demgemäas (§ 248) zunächst durch DV und den 
Scheitel d eine Hilfsebene zu legen, was im vorliegenden Falle 
am einfachsten folgendermassen geschehen kann. 
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Der Scheitel d liegt bekanntlich iu der zum Zwecke, seiner 
Koiiatmktion bereits früher gezeichneten Hilfebene hylii,. Be- 
stimmen wir den Schnittpunkt A dieser Ebene mit der Geraden 
DV, und verbinden wir d mit A, wodurch die Gerade cp'S' in der 
Ebene hvhb erhalten wird, so ist die durch (p'&' und VD gehende 
Ebene H, Hb die gesuchte, obbezeichnete Hilfsebene. Dieselbe 
schneidet die Basisebene 6^61, in der Geranien S"cp", welche abc 
in den beiden Punkten ^ und v trifft. 'Es sind sonach [td und 
vd die Schnitte des Tetraeders mit der genannten Hilfsebene 
H,Hi). Besagte Schnittgeraden treffen die gegebene Gerade DV 
in M und N, welche die verlangten Schnittpunkte der letz- 
teren mit dem Tetraeder darstellen. 

§254. 

'J5. Aufgabe: Ein Oktaeder Ist in allgwneiiier Lage gegen 

die Ilildßbcue ccnti-alprojektiTlscli darzustellen. 

Da die sechs Eckpunkte . eines Oktaeders erhalten werden, 
wenn man auf drei in einem Punkte sich schneidenden und paar- 
weise aufeinander senkrecht stehenden Geraden — den Achsen 
des Oktaeders — von dem bezeichneten Schnittpunkte aus zu 
beiden Seiten eine und dieselbe Strecke aufträgt, so können wir 
zum Zwecke der Darstellung folgends verfahren, 

Wir wählen die Centralprojektionen djV^, d^Vg, [I3V3 dreier 
in einem Punkte [Fig. 202, Taf. XIII] sich schneidenden 
Geraden, bestimmen also die Hauptpunkte d^, v^; d^, v^, . . . so, 
dass hv = VjVj parallel zu hh = d^d2 und hl'= VjVj parallel zu 
Ji|,= djdj ist. 

Sollen die hierdurch dargestellten Geraden überdies aufein- 
ander senkrecht stehen, so muss {wie in § 252 gezeigt wurde) 
der Hohensehnittpunkt A des Pluchtdreieckes v^v^Vg den 
Hauptpunkt A vorteilen. 

Zieht man durch A eine Senkrechte zu v^Vg (eme Höhe des 
Dreieckes V-iV^Vg) und durchschneidet sie in Co mit dem über VjV^ 
beschriebenen Halbkreise K, so repräsentiert Cq offenbar das um 
hy ^ VjVg umgelegte Projektionscentrum, Mit Zuhilfenahme 
desselben sind unmittelbai- die Teilpunkte Tj und T^ der Geraden 
d^Vj und d^Vg in der Fluchttrace h, abzuleiten. 

Projiziert man von Tj aus auf die Bildebene in die Trace 
■ hb nach Oj, trägt zu beiden Seiten von 0^ die beliebig gewählte 
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Strecke X = Ojaj=:0ibi ab, uüd projiziert die Endpunkte a^ und 
b, wieder mittels T^ nach A und B auf d,Vi, so erhält man be- 
reits zwei Eckpunkte des Oktaeders. 

Projiziert man ferner von T^ ans auf hb nacii 0^ und macht 
wieder o^Cg ^ Ogti^ ^ X, so ergeben die Schnitte der Strahlen TgC^ 
und T^dj mit der Oktaederaehse d. i. auf d^Vg ein weiteres Paar 
C und D von Eckpunkten des Oktaeders, 

Mau hat somit nur noch die auf der dritten Achse d^v^ lie- 
genden Eckpunkte zu konstruieren. Führt man zu diesem Zwecke 
durch den Hauptpunkt A die Senkrechte Vgö^ zu hl^V^V^, so 
wird das nm h» umgelegte Centrutn C'„ in derselben liegen müssen. 
Da weiter C',Vi=CoVj sein muss, erhält man C'„ im Schnitte der 
besagten Senkrechten mit dem aus V^ durch C^ geführten Kreise. 
Mit Hilfe vou C'u kann nun leicht der Teilpunkt T, der Geraden 
djVg auf hl gefunden und mittels desselben, ao wie vorher, die 
Strecke \ auf (fjV^ centralprojektivisch von nach E und F auf- 
getragen werden, wodurch wir sofort in E und F die gesuchten 
Eckpunkte erhalten. 

Schliesslich ergeben sich die Kauten des Oktaeders als die 
Geraden AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE, BF, CE, CF, DE, DF, wo- 
mit den gestellten Anforderungen Rechnung getragen ist. 

§255. 
96. Aufgabe: Es Ist das Bild eines Dodekaeders unter der 
Voraussetzung zu Itonstruleren und ceiitralprojelitiviseli dar- 
zustellen, dass die eine Seitenfläche desselben in einer zur 
Bildebene senlirechten Ebene liege. 

Die zur Bildebene senkrechte (liorizontale) Ebene, welche das 
eine Begrenzungsfünfeck enthalten soll, sei e,ej, [Fig. 203, Taf.XlIl]. 
Das letztere werde zunächst (um öj, umgelegt) derart in AyB^ Cq D^ E,, 
verzeichnet, dass die eine Fiiufeekseite A^Bq senkrecht zu ej,, die 
eine Höhe OuOd desselben folglich parallel zu % ist. Die Central- 
projektion ABCDE dieses Fünfeckes, welches wir der Kürze halber 
das Basisfünfeck des Dodekaeders nennen wollen, kann durch 
Zurückführ ung leicht ermittelt werden. 

Denken wir uns ferner in der Uralegung an die Kanten AßBo 
und AqE(| zwei weitere regelmässige Fünfecke BgA(,{a)(ß) . . . und 
E(|A(,((x')(().) . . . angereiht, und dieselben um AoBj, resp. um AjE^ 
so weit aus der Bildebene herausgedreht, bis die Punkte (a) und 
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(«') im Baume zusammenfallen, so wird der Abstand der ver- 
einigten Punkte (a) und {a'} von der Bildebene gleichzeitig auch 
die Entfernang der den Eckpunkten A, B, . . E näcbstgelegenen 
Dodekaedereekpunkte von der Basisebene Bven repräsentieren. 

Bei der vorbezeiehneten Drehung werden sieh infolge der 
vorhandenen Symmetrie Verhältnisse die beiden Pui kte (a) nd 
(a') in einem Punkte vereinigen, der seine orthogonale B Idflach 
projektiun »„ im Schnitte der Fünfeckshöhe AoO„ n t le durch 
(a) senkrecht zu A^Bu gezogenen Trace (a.)Z der D ehang^el ene 
von (a) hat, und von diesem. Punkte a^ eine Entfe n ng «„a 
besitzt i welche sich ans dem rechtwinkligen Dreieck a^^a (wo- 
bei ?«" = ?(«)) sofort ergibt. Hierbei stellt offenbar der Win- 
kel ^ =^ j^ a." Z<^o gleichzeitig den Drehungswiukel des Punk- 
tes (a) vor. 

Da dem Pünfeckspunkte (ß) derselbe Drebungswinkel cp ent- 
spricht, so ist seine orthogonale Bildflächprojektion ß,, 
nach vollendeter Drehung, sowie sein Abstand ß|,ß" von 
der Bildebene mittels des rechtwinkligen Dreieckes vß|,ß" (wo- 
bei vß"^v(ß); ^P"'i^(, = ^f) leicht zu bestimmen. 

Wenn man in gleicher Weise, wie hier »o und ß^ gefunden 
wurden, für die an die übrigen Kanten des umgelegten Basisfünf- 
eckes A„ Bfl Co D„ Eq angereihten Fünfecke die gedrehten Punkte 
Toi Kl 2(1 . . . iJ^o bestimmt, so wird sich heraosstellen , dasa sie 
mit «fl und ß^ ein regelmässiges Zehneck bilden, welches mit 
AgBoCgDgEo konzentrisch ist. 

Nachdem das Dodekaeder von zwölf regelmässigen Fünfecken 
begrenzt wird, von welchen je zwei einander gegenüber liegende 
in parallelen Ebenen, jedoch in um 180° verwendeter Stellung 
gegeneinander sich beflnden, so werden wir weiter zum Bebufe 
der Darstellung dieses Polyeders das vorbezeichnete Basisfünfeck 
um seinen Mittelpunkt 0^, um 180° drehen, dasselbe also in die 
Lage i^oPoflo'^u^o bringen. 

Durch entsprechende Zurückführung all der vorgenannten 
Punkte erhält man deren Centralprojektionen in a . . . k, tu ... w. 

Die zwanzig Ecken des Dodekaeders liegen bekanntlich in 
vier paraHelen Ebenen, deren Entfernungen bereits festgestellt 
wurden; je fünf in einer Ebene befindliche Ecken bestimmen ein 
regelmässiges Fünfeck, von welchen die in den beiden äos^ersten 
Ebenen liegenden einander gleich sind und die Dodekaederkante 
zur Seife haben, während die in den beiden mittleren Hiihenebenen 
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gelegenen, gleichfalls kongruenten Fünfecke mit einer Seline dos 
ersteren Fünfeckes als Seite zu verzeichnen sein werden und, so- 
wie die beiden vorgenannten, eine um 180° gegeneinander ver- 
weudete Lage haben. Die Mittelpunkte der diesen Fünfecken 
umschriebenen Kreise liegen sämtlich in einer Geraden. Hiernach 
ist bei der vorzuuelim enden centralprojekti vischen Darafcßllnng 
noch folgendes zu beachten: 

a) Die Punkte a, y, s, S und X repräsentieren die ortho- 
gonalen Projektionen der den Basis eckpunkten zunächst gelegenen 
Dodekaedereckpunkte auf- die Ebene 6,61,. Die besagten Eck- 
punkte selbst liegen in jeuer Ebene e,e|,, welche zu euCj, parallel 
ist, und von derselben den Abstand ix ^= a,,«" besitzt. 

b) Die Punkte ß, §, v], x, [j. sind in gleicher Weise die Ortho- 
gonal projektioneu von fünf Dodekaedereekpunkten auf die Ebene 
eufii). Diese Eckpunkte liegen in einer Ebene e,eb, welche zur 
Basisebene e^Qb parallel ist, und von derselben den Abstand 
Äy = ßoß" hat. 

c) Die Punkte tu, p, a, t, u stellen gleichfalls die ortho- 
gonalen Projektionen von füuf Dodekaedereckpunkten auf die 
Ebene e,ei, dar, liegen jedoch in der zu Bveb. parallelen Ebene 
6,6^, welche von 6^,61, den Abstand dz = a^a"-!- ß^ß" besitzt. 

Mit Zugrundelegung der hiermit getroffenen Vorbereitungen 
wird es nun keinerlei Schwierigkeit bieten, die Gentralprojek- 
tionen aller dieser Eckpunkte zu bestimmen. 

So wird beispielsweise die durch 8 senkrecht zur Ebene e,eb 
gezogene Gerade 5(1 (die gleichzeitig, infolge der besonderen An- 
nahme von 6^6],, zur Bildebene parallel ist) die Ebene e,eiü in 
dem Eckpunkte d des Dodekaeders schneiden. Um besagten Punkt 
zu erbalten, legen wir durch eine den Punkt 3 enthaltende Ge- 
rade, etwa durch SO==d[Vj, die zu e„ei, senkrechte Ebene hyhb; 
letztere schneidet die Ebene eyC^ in der Geraden v^d^, und diese 
ergibt im Schnitte mit 5d den Punkt d. Auf gleiche Weise 
können alle anderen Eckpunkte ennittelt werden. 

Als Kontrole für die richtig durchgeführte Konstruktion 
Itann man den Umstand benutzen, dass fünf Dodekaeder kanten, 
welche durch die Ecken eines Begrenzungsfünfeckes gehen, aber 
nicht Kanten des letzteren sind, sich stets in einem Punkte 
schneiden müssen; dass sich also beispielsweise die fünf Kanten 
Aa, Bc, Ce, Dh, El in einem Punkte S, die fünf Kanten bp,' dr, 
fs, kt und mw dagegen in einem Punkte S' treffen. 
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§ 256. 

97. Aufgabe: Es ist das centralprojektivische Bild eines 

Ikosaedei-s, dessen eine Achse zui- Blldeliene parallel ist, 

zn verzeielmeii. 

Behufs Erläuterung des diesfalls anzuweudeudeii Koustruk- 
tionaver fall reu s wollen wir uua das gestellte Problem als bereits 
gelöst denken, und uns direkt auf das in Fig. 204, Taf. XIII, 
dargestellte Ikosaeder beziehen. 

Ist OZ eine der Achsen des Ikosaeders und sind S und S' die 
iu derselben liegenden einander gegenüberstehenden Eckpunkte 
desselben, so ist ohne weiteres ersichtlich, dass die fünf in einem 
dieser Eckpunkte zusammentreffenden gleichseitigen Dreiecke eine 
regelmässige Pyramide bilden. Ferner liegen die Basis ABCDE der. 
Pyramide mit dem Scheitel S, und die Basis abr.de der Pyramide 
mit dem Scheite! S' iu zwei zu einander parallelen, zur Achse OZ 
senkrechten, und gegen den Ikosaedermittelpunkt M symmetrischen 
Ebenen; dieselben stellen zwei kongruente um den Winkel von 
180° gegeneinander verwendete (gedrehte) regelmässige Fünfecke 
vor, deren Mittelpunkte und sieh auf der Achse OZ befinden. 
Bedenkt man femer, dass das Ikosaeder von zwanzig gleichseitigen 
Dreiecken gebildet wird, von welchen je fünf in einer Ecke zn- 
sammenstosseu, so ist klar, dass durch die Darstellung der beiden 
vorerwähnten Pyramiden die sämtlichen zwölf Ecken dieses Poly- 
eders fixiert erscheinen und dass die zwischen dem höchsten und 
tiefsten Eckpunkte liegenden zehn Ecken diesfalls in zwei Hori- 
zontalebenen liegen, deren Entfernungen voneinander und von den 
änsseraten Ecken S und S' leicht bestimmbar sind. 

Auf Grund dieser Eigenschaften wird es weiter keinen Schwie- 
rigkeiten unterworfen sein, das Bild des Ikosaeders zu verzeichnen. 
Da die Achse SS' zur Bildebene parallel sein soll, nehmen wir als 
Ebene des- Basisfüll feckes der einen Teilpyramide eine beliebige 
zur Bildebene senkrechte Ebene eyBb an, konstruieren in derselben 
ein regelmässiges Fünfeck AoBoCoD^Eh von gegebener Kantenlänge, 
betrachten dieses als ümlegung des ßasisfünfecks und bestimmen 
durch Zurückführung die Centraiprojektion ABCDE. 

Reihen wir ferner, allenfalls an AßB,,, das gleichseitige Drei- 
eck AdBo^d au und drehen dasselbe um A^Bi, so lange aus der 
Bildebene heraus, bis ^g senkrecht über den Mittelpunkt Oq des 
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Fünfeckes zu stellen kommt, so wird die Entfernung dieses Punk- 
tes von 0(, (deren wahre Grösse OgS mittels des rechtwinkligen 
Dreieckes OuSfio, in welchem rtDS=rn(|2(, ist, erhalten wird) die 
Höhe der Teilpyramide vorstellen. 

Führt man weiter durch den Halbierungspunkt g von D^S 
eine Senkrechte zu DpS, welche die Gerade 0^^ in einem Punkte 
jj. trifft, so ist leicht einzusehen, dass die Strecke Og\i. die Ent- 
fernung des Ikosaedermittelpunktes M von dem Mittel- 
punkte des Basisfünfeckes ABCDE vorstellt. 

Zieht man daher durch (aus Oo durch Zurück führung ab- 
geleitet) die Achse OZ des Ikosaeders senkrecht zur Ebene BvCb, 
also speziell auch senkrecht zur Traee Gb, so wird man auf der- 
selben von aus die beiden Strecken 0^2 und Oo|x centralpro- 
jektivisch beziehungsweise noch OS und OM aufzutragen haben 
(was mittels des Hauptpunktes A als Teilpunkt und der Trace hu 
der durch die Achse OZ senkrecht zur Bildebene gelegten Hilfs- 
ebene K^b leicht bewerkstelligt werden kann) um den unteren 
Scheitel S und den Mittelpunkt M des Ikosaeders zu er- 
halten. 

Bestimmt man femer die Punkte und S', welche mit 
resp. S in bezug auf M symmetrisch liegen, so ist der Mittel- 
punkt des oberen Basisfünfeckes und S" der Scheitel der 
zugehörigen Teilpyramide. 

Um die Centralprojektion des oberen Basisfünf eck es abcde 
festzustellen, zeichnen wir das mit AoBnCoD^Eg konzentrische, 
gegen dasselbe jedoch um 180° verwendete li'ünfeck «oßoTo^u^oi ^mS 
ermitteln dessen Centralprojektion aß 7 5s in der Ebene CyCi). 

Da nun aß-ySs offenbar die orthogonale Projektion des oberen 
Basisfünfeckes abcde auf die Ebene e,eb darstellt, so werden die 
Ecken des letzteren auf den durch a, ß, y, 5, e parallel zu OZ 
gezogenen Geraden liegen, und können, da sich die Fünfecke 
aßy&e und abcde überdies in zu einander parallelen Ebenen vor- 
finden, leicht bestimmt werden. So wird beispielsweise, die Gerade 
Os mit der Geraden oe den nämlichen Fluchtpunkt v^ in e„ be- 
sitzen; der Strahl ov^ schneidet daher die durch e parallel zu OZ 
gezogene Gerade in dem verlangten Eckpunkte e. Auf gleiche 
Weise können nun auch die Eckpunkte a, b, c und d festgestellt 
werden. Werden die somit bestimmten Eckpunkte richtig ver- 
bunden, so erhält man die sämtlichen Kanten und somit auch das 
centralprojektivische Bild des Zwanzigflächners. 
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98. Aufgabe: Irgend ein uiiregelmässiges Polyeder ist een- 

ti-alppojektiYiseh darzustellen, and sein Schnitt mit einer 

Etoene zu hestlmmen. 

Als diesbezügliches Beispiel wählen wir ein Prismatoid, d. i. 
ein von sechs unregelmässigen Vißveckeu begrenztes Polyeder, 
welches in der Gestalt einem vierseitigen durch zwei Basis vi erecke 
abgegrenzten Prisma ähnelt. 

Ein derartiges Polyeder ist doreli drei in einer Ecke zu- 
sammenstossende Vierecke, als Begrenzungspolygoue, voll- 
kommen gegeben. 

Wir nehmen im vorliegenden Falle das eine Viereck abcd 
[Fig. 205, Taf. XIII] iu der Bildebene an, betrachten a als den 
gemeinschaftlichen Eckpunkt, wählen ferner abef als das in der 
Ebene eief, (e|j zusammenfallend mit ab) gegebene zweite Begren- 
znngsviereck, und adgß in der Ebene e,^ej; (e^^ad) als das dritte 
Viereck des darzustellenden Polyeders. Hierbei ist zu beachten 
resp, die Annahme so zu treffen, dass die Schnittgerade v^a 
der beiden letztgenannten Ebenen thatsächlich die Kante ae des 
Prismatoidea bilde. 

Es ergeben sich nun unmittelbar der Fluchtpunkt Vg von bf 
in ej, der Fluchtpunkt V, von ef in e,, der Fluchtpunkt v^ von 
gd in ej, während die noch fehlenden drei Seitenebenen folgender- 
1 erhalten werden. 



Die durch cd und dg gehende Seitenehene e' hat cd zur 
Bildflächtrace eg und die durch V4 hierzu Parallele e° zur Flucht- 
trace. Die durch bc und bf gehende Seitenebene e* hat die Bild- 
flächtrace Gb — cb und die zu cb durch v^ gezogene Parallele e', 
zur Fluch ttrace. 

Die beiden Ebenen e^ und e" bestimmen im Schnitte die 
durch C gehende Kante CVj oder Ch. 

Die letzte Seitenebene ergibt sieh als diejenige, welche durch 
die Kanten ef und eg geht. Nachdem eg parallel zu ad, also 
parallel zur Bildebene angenommen wurde, gehen die Traeen e° 
und Cft beziehungsweise durch den Fluchtpunkt V3 und den Dureli- 
stosapunkt Ä^ der Kante ef parallel zu eg. 
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Im Schnitte der Seitenebeiien e^ uüd e^ erhält man die 
Kante gv^, welche mit der Kante cVg den letzten Eckpunkt h 
des Prismatoides bestimmen. Desgleichen ist hf die letzte feh- 
lende Kante, 

Der Schnitt dieses Polyeders mit der Ebene EyE), wird 
durch das Viereck ABCD dargestellt, welches direkt ans den 
Schnitt geraden der besagten Ebene E mit der Bildebene und den 
drei Seitenebenen e^, e^ und e* zusammengesetzt ist. 
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